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ISPAT’IN ONEMI VE iSPAT KONUSUNDAKi OGRETMEN
YETERLIKLERININ INCELENMESI

Ibrahim BAYAZIT*

OZET

Ispatlar formel mantigin ve akil yUrtitmenin etkili kullanildig:
uygulamalardir. Bu nedenle, verilen bir teoremin dogrulugunu
kanitlamanin 6tesinde 6grenme-6gretme streclerini etkin kilma adina
cok sayida islevinden bahsetmek mumktndlir. En temelde ispatlarin
elestirel ve yaratici dislincenin gelisimini destekledigi bilinmektedir.
Bilgiler arasi iliskilerin aciga ¢ikarilmasindaki rolti nedeniyle 6grencilerin
kavramsal bilgi edinmelerine imkan tamidigi da bir gercektir. Ispat
strecinde gecmis Dbilgiler sentezlenerek kullanilir ve yapilan
cikarsamalarla yeni bilgilere ulasilir ki bu 6zelliginden 6ttra 6grencilere
matematiksel bilgileri kendilerinin kesfetmeleri icin uygun ortamlar
sundugu soylenebilir. Ayrica, matematiksel dil ve terminolojinin aktif
olarak kullanildig1 ispat sUrecleri bireyler arasinda kavram temelli
tartismalarin ve fikir alis-veriglerinin yapilmas: icin ortamlar sunar.
Ancak, yapilan calismalar 06gretmen adaylarinin ve matematik
ogretmenlerinin ispat bilgilerinin sinirli oldugunu gostermektedir. Bu
baglamda kaydedilen en temel sikinti 6zel 6rnekler ve uygulama
etkinlikleri Uzerinden yapilan izahlar1 ispat olarak kabul ettikleri
hususudur. Ayrica, ispat konusunda yasanan sorunlarin farkli ispat
yontemlerinin mantiksal temelleriyle alakali oldugu ve sayilar teorisi,
cebir ve geometri gibi farkli alanlar1 kapsadigi soOylenebilir. Literattir
taramasindan olusan bu yazida genel olarak matematik 6gretiminde
ispatin rolii ve énemi konusu islenmektedir. Bu cercevede, ispatin
matematiksel manasinin yani sira okul matematigi kapsaminda
kullanilan farkli ispat yontemlerinin mantiksal temelleri o6rnekler
Uzerinden acgiklanmaktadir. Ayrica, 6gretmen adaylarinin ve
ogretmenlerin ispat algilarin1 ve bu alandaki bilgilerini inceleyen
calismalarin genis bir 6zeti sunulmaktadir. Bu calismalarin ortaya
koydugu bulgular tartisilmakta, ortaya cikan sonuclar 1s1ginda 6gretmen
adaylarinin ve ogretmenlerin ispat konusundaki yeterliklerini artirmak
icin getirilen Onerilerle yazi sonlandirilmaktadir.
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THE IMPORTANCE OF PROOF AND THE ANALYSIS OF
TEACHERS' PROFICIENCIES IN THIS DOMAIN

ABSTRACT

Proof is an effective way of doing mathematics and, it comprises
high quality of reasoning. In addition to its major role in validating a
mathematical argument proof supports the teaching-learning processes
in many different ways. Above all, proof promotes critical and creative
thinking. It serves as a means to explore relationships between
mathematical notions and, thus, fosters the development of students’
conceptual understanding. Proof creates environments in which students
synthesise their prior knowledge and use them through deductive chains
of reasoning to discover a new one. However, previous studies indicated
that both pre-service and in-service teachers posses a limited
understanding of this notion. In this respect, most commonly cited
limitation is that many teachers tend to accept specific examples and
empirically-based arguments as a valid proof. The purpose of this paper
is to review the literature on proof and proving. We illustrate logical
principles of mathematical proof and explain salient aspects of proof
techniques, such as proof by mathematical induction. Then, we provide
a comprehensive review concerning the teachers’ conceptions as to the
role of proof and their subject-matter understanding of this notion. The
paper concludes with a brief summary that brings recommendations to
improve teachers’ understanding of proof and proving.

STRUCTURED ABSTRACT

Introduction: The concept of proof and its role in school
mathematics

Proof is an objective validation of an argument. From a traditional
view, proof can be defined as “a formal and logical line of reasoning that
begins with a set of axioms and moves through logical steps to a
conclusion” (Griffiths, 2000; p. 2). It is an argument “consisting of
logically rigorous deductions of conclusions from hypotheses” (p. 55). A
mathematical proof comprises a logical argument with carefully stated
assumptions and connected sequence of assertions that use precise
languages, definitions and reasoning to reach at a valid conclusion. Proof
is used to illustrate the logical structures of ideas and to make deductive
chains of reasoning explicit (Coe & Ruthven, 1994). It is a means of
systematising results into a deductive system of axioms, theorems and
concepts. Certainly, proof does not depend on personal persuasion, but
it relies upon the logical arguments alone.

According to Bell (1976) proof is an essentially public activity (a
social process) that might be conducted internally but should follow the
reaching of conviction against an imaginary doubter. It results through
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interactions amongst the members of teaching-learning community and
eventually facilitates communication of mathematical knowledge and
understanding (Alibert & Thomas, 1991). Communication through proof
has two aspects: ascertaining and persuading (Harel & Sowder, 2007).
The first is concerned with the arguments by which an individual
convinces himself/herself whilst the latter refers to arguments by which
he/she convinces others. Considering its application in school
mathematics Stylianides (2007) underlines three aspects of a
mathematical proof. First, proof uses a set of statements (definitions,
axioms, theorems, etc.) that are true, available to and accepted by the
students without further justifications. Second, it employs forms of
reasoning (construction of counterexample, etc.) that are logically valid
and within the conceptual reach of the classroom community. The third
aspect is concerned with the presentation of logically valid arguments in
ways that might include oral or written illustrations, pictorial depictions
and tabular or symbolic systems. A proof process that has
aforementioned characteristics is deemed to be best proof (Hanna, 1995)
assuming that it is likely to foster not only an understanding of
correctness of a statement but also a comprehension of why it is true.

There has been a growing appreciation of the idea that proof should
become central to students’ mathematical experiences at all levels
(Schoenfeld, 1994; Hanna, 1995; NCTM, 2000; Yackel & Hanna, 2003).
The Principles and Standards for School Mathematics (NCTM, 2000)
suggests that proof activities in the classroom should give students
opportunities to recognise reasoning, investigate mathematical
conjectures, develop and evaluate mathematical arguments and select
and use different proof methods. The prominent role of proof in the study
of mathematics has been articulated as such ‘the essence of mathematics
lies in proofs’ (Ross, 1998). This emphasis is warranted not only because
proof is considered at the heart of mathematical practices but also
because it is deemed to be a vital tool for promoting reasoning. In school
mathematics proof is appreciated for bringing out the mathematical
relationships rather than merely demonstrating the correctness of a
statement. In fact, proof provides basis for meaningful learning and
essential for constructing, establishing and illustrating mathematical
notions (Hanna, 1990). It is a vehicle to enhance students’ conceptual
understanding and promote their mathematical proficiency and
reasoning. Proof is an essential component of doing, communicating and
recording mathematics (Schoenfeld, 1994). It is a means of intellectual
challenge and fostering students’ metacognitive skills. The role proof and
proving in mathematics also includes “explanation, systematization,
discovery, communication, construction of empirical theory, exploration
of definition and of the consequences of assumptions, and incorporation
of a well-known fact into a new framework” (Yackel & Hanna, 2003; p.
228). Thus, the notion of proof should be seen as a driving force within
the entire mathematics curriculum and classroom practices.

Teachers’ conceptions of proof

Teachers’ conceptions of proof are likely to shape their classroom
practices and, consequently, influence their students’ learning. It is for
this reason there has been growing interest in examining teachers’
conceptions of proof (Jones, 1997; Martin & Harel, 1989; Knuth, 1999,
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2002a; Morris, 2002; Stylianides, Stylianides & Philippou, 2004, 2007;
Varghese, 2007; Dickerson, 2008). In order to provide a comprehensive
review of available literature we consider teachers’ conceptions under two
categories: a) Teachers’ conception as to the role of proof in school
mathematics and b) Their subject-matter understanding of proof and
proving.

Researchers indicated that teachers possess a very limited
conception as to the role of proof; and this is largely restricted to the idea
that proof serves as a means of verifying a proposition. In the study of
Goetting (1995) the majority of pre-service elementary school teachers
believed that proof supports arguments while most secondary
mathematics majors expressed that proof serves as a means of
explanation. Mingus and Grassl (1999) reported that the majority of 51
pre-service teachers’ (30 elementary and 21 high school teachers)
displayed only a conception that proofs facilitates explanation of
mathematical concepts used in arguments. Knuth (2002a) explored
secondary school mathematics teachers’ conceptions. Sixteen teachers
participated in this study and their teaching experiences varied from 3 to
20 years. Data were collected through interviews during which teachers’
conceptions were probed through questions such that: “What does it
mean to prove something?”, “What purpose does proof serve in
mathematics” (p. 383). In this study, all the teachers articulated that the
main role of proof in mathematics is to establish validity of a proposition.
Only three teachers articulated the idea that proof could explain why a
mathematical statement is true. None of the teachers pointed out
explanatory role of a mathematical proof. Twelve teachers conceived proof
as a means of communicating mathematical notions and eight teachers
pointed out the role of proof in creating mathematical knowledge.

Teachers should possess strong subject-matter understanding in
order to be effective in teaching proof. Yet, a number studies indicated
that most of them have great difficulties with proof and proving. Most
teachers tend to accept empirically-based arguments as sufficient
justification for demonstrating validity of a mathematical statement
(Martin & Harel, 1989; Goetting, 1995; Healy & Hoyles, 2000; Knuth,
2002b). Researchers have also documented through evaluation and
construction tasks that teachers display lack of understanding of logical
principles embedded in different proof methods including contraposition
and mathematical induction. The logic of contraposition embraces the
idea that in order to prove a proposition stated as pllq it is essential and
sufficient to complete direct proof of [Iq 1T p. Riley (2003) explored 23
prospective secondary school teachers’ abilities to write a proof for the
proposition: If x3 is even then x is even, where x is an integer. Although
the participants had completed basic mathematics courses including an
introductory proof class only 9 of them provided a valid proof. The rest of
them displayed lack of reasoning or presented specific examples as the
justification of given statement. Similar findings have been reported by
other researchers as well (Stylianides et al., 2004; Knuth, 2002a).

In Movshovitz-Hadar (1993) the majority of 24 in-service high
school teachers expressed their confidence in identifying a correct proof
by mathematical induction; however, only two participants displayed
complete understanding of the premise of this method. Knuth (1999),
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reported that the majority of 18 in-service secondary school teachers were
successful in identifying validity of an argument for the proposition that
‘the sum of the first n positive is equal to n(n+1)/2’; nevertheless, many
of them displayed lack of conception or felt unconvinced by the
underlying logic of proof by mathematical induction. Teachers’ difficulties
with the proof by induction results from their deficiencies in
understanding: the essence of the base step, the meaning associated with
the implication of inductive steps (P(k){/P(k+1), and in understanding
properties of the domain the given statement.

Review of available literature indicates also that teachers’
difficulties with the notion of proof and proving persist within the domain
of Number Theory (Martin & Harel, 1989; Barkai, Tsamir, Tirosh &
Dreyfus, 2002; Gholomazad, Liljedahl & Zazkis, 2004). In the study of
Martin and Harel (1989; p. 44) 101 prospective elementary school
teachers were given inductive and deductive arguments and, then, they
were asked to identify which of them constituted a valid proof for the
proposition: “If the sum of the digits of a whole number is divisible by 3,
then the number is divisible by 3”. Inductive arguments included some
sort of empirical evidences and claims through specific examples while
the deductive arguments included formal proof logic. The results
indicated that more than half of the participants (65 students) accepted
inductive arguments as valid proof for the given situation. The inductive
arguments included that: “The sum of the digits of 48 is 12, which is
divisible by 3. The number itself divisible by 3 (p. 44)”. Barkai et al (2002)
investigated 27 in-service elementary school teachers’ understanding of
proof in the context of divisibility within the set of integers. In this
research, although they all correctly stated that the proposition ‘the sum
of any five consecutive integers is divisible by five’ is true less than half
of them (41%) accompanied their claims with correct justifications. Most
incorrect justifications (52%) consisted of providing a couple of examples;
and more interestingly these justifications were perceived as formal
proofs by 33% of the teachers. In the study of Gholomazad, Liljedahl and
Zazkis (2004) most of 75 prospective elementary school teachers
displayed tendencies towards empirical verifications and specific
examples in their evaluation of arguments related to the concept of set
closure. The participants’ written responses indicated that although they
had conceptual understanding of the idea of set closure and its defining
properties they were unable to use it in evaluating given arguments or in
developing their own proofs.

Teachers’ inclination to accept empirically-based arguments as a
formal mathematical proof was evident in their evaluation and
construction of proofs in Geometry domain. Varghese (2007) asked 17
Canadian pre-service teachers with mathematics majors to write a
mathematical proof for the statement that ‘Prove that the sum of the
exterior angles of a polygon is 360°’. Only two participants established a
correct proof in verbal or diagrammatic form. The rest of the participants
produced incorrect proofs that included little information and reflected
partially correct understanding of the task given. Knuth (2002a) reported
that 5 in-service teachers out of 16 accepted an empirically-based
argument as a valid proof for the proposition: ‘the sum of the measures
of the interior angles of any triangle is equal to 1800’ (p. 392). Related
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argument was: “I tore up the angles of the obtuse triangle and put them
together (as shown below) (p. 392)”.

Dickerson (2008) reported that 16 in-service high school teachers
out of 17 displayed lack of understanding when evaluating a visually

c
b
a b a c

presented proof due to unusual format of the figures or insufficient detail
presented in the argument.

Summary and conclusion

Proof plays a variety of roles in teaching and learning mathematics.
It serves as a means of explaining concepts, establishing connections
between mathematical notions, creating environments in which students
could construct and systematise their knowledge of mathematics. It can
be used for the purpose of promoting students’ reasoning, fostering their
creativity, enhancing their problem solving skills and enabling them to
evaluate validity of an argument. Nevertheless, there seems to be a long
distance between these roles of proof and their implications in classroom
teaching. NCTM (2000) points out such discrepancy and calls for efforts
for making proof and proving inseparable part mathematics education at
all school levels. This call is manifested in recently prepared Turkish High
School Mathematics Curriculum as well (High School Mathematics
Curriculum: Grades 9-12 [TTKB], 2013b).

Previous studies indicates that most pre-service and in-service
teachers display limited understanding of the concept of proof. Their
conception of proof is largely restricted to the idea that proof acts as a
means of verifying a mathematical proposition. Most of them disregard
vital roles that proofs play in establishing relationships between
mathematical concepts, in fostering conceptual understanding, in
promoting creative and critical thinking and in supporting discovery-
oriented learning. Teachers’ limited subject-matter understanding seems
to be related to the very premise of the idea of proof and associated with
the underlying logic of different proof methods. Also, limitation in
teachers’ subject-matter understanding of proof is reflected in major
strands of mathematics including number theory and geometry. It is
conjectured that teachers’ understanding of proof are mainly affected by
the content of mathematics courses that they take during their
undergraduate education. Thus, it can be suggested that in order to
improve teachers’ understanding of proof they should be engaged in proof
construction activities during their undergraduate education as much as
needed. Proof should be treated as a soul of mathematics courses in
teacher training programs. Certainly proof is not a specific topic that can
be taught and learned in isolation; therefore, it should be used as a
means to promote students’ conceptual understanding of mathematical
notions and to support their intellectual growth.

Keywords: Proof, proof techniques, proof conception, pre-service
teachers, in-service teachers.
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Matematik egitiminin nihai amaci akli etkili kullanabilen, sorgulayabilen, sentez ve analiz
yapabilen, elestirel ve yaratici diisiinceyi ise kosarak sira digi1 problemlere 6zgiin ¢oziimler liretebilen,
eldeki durumlar sebep-sonug iliskisi ¢ercevesinde irdeleyerek cikarimlarda bulunabilen ve bu
sayede yeni bilgilere ulasabilen bireyler yetistirmektir. Bu amaglara ulagilabilmesi 6grencilerdeki
diisiince gelisimini Onceleyen, kavramlar arasi iligkilerin kurulmasina 6zen gosteren ve eldeki
problemler iizerinde kolektif diisiinmeye imkan taniyan yansitici (tefekkiir igerikli) 6grenme-
ogretme etkinlikleri (reflective teaching-learning activities) ile miimkiin olabilir. Uluslararasi sinav
sonuglar Tiirkiye’deki 6grencilerin genelde matematik, 6zelde ise akil yiiriitme gerektiren problem
¢ozme tiirli konulardaki basarilarmin akranlaria kiyasla oldukca diisiik oldugunu gostermektedir
(Uluslararas1 Ogrenci Degerlendirme Programi [PISA], 2016). Bunun sebeplerinin sistem bazinda
biitiinciil bir yaklagimla ele alinip incelenmesi 6nem arz etmektedir. Ancak, sinif ici 6gretimlerin,
yeni matematik ders programlarinda (Talim Terbiye Kurulu Bagkanligi [TTKB], 2013a,b) ortaya
konulan paradigma g¢ercevesinde ve belirlenen hedefler dogrultusunda yiiriitiillemeyisi bu alandaki
basarisizligin temel sebebi olarak goziikmektedir.

Matematiksel bilgileri digerlerinden ayiran temel 6zellik sadece akilla anlagilabilen soyut
yapilar olmasidir. Biiylik ¢ogunlugu itibariyle matematiksel bilgiler tarihi siire¢ igerisinde akil
yiiriitmeyle kanitlanarak tiretilmistir. Matematiksel bir bilginin anlasilmasi, bu bilgiye kaynaklik
eden 6n bilgilerin kavranmasina ve aralarindaki bagin sebep-sonug iliskisi ¢ercevesinde ve bir tiir
ispat mantigiyla irdelenip anlagilmasina baglidir. Matematiksel kavramlarin ve ilgili kurallarin
Ogrencilere hazir olarak sunuldugu, sonrasinda ise bunlarin akilda kaliciligin1 saglamak i¢in islem
temelli uygulamalarin yaptirildigi 6gretimlerin diisiince gelisimine katki yapmayacagi aciktir. Bu
nedenle oOgrencilerin diigiince gelisimlerini desteklemek ve kavramsal bilgi edinmelerini
kolaylastirmak icin biligsel seviyelerine uygun ispat uygulamalar1 ve etkinlikleri {izerinde
caligtirilmalar1 6nem arz etmektedir.

Matematiksel ispatlar, sonug degil siirec eksenli uygulamalardir. Ispat siirecinde ise kosulan
mantik ve sergilenen yaklagimlar, matematiksel problemlerin ¢éziimiinde ylriitiilen mantik ve
yaklasimlarla genel manada paralellik arz etmektedir. Esasen, ispat siireci, kendi i¢cinde bir problem
¢cOzme siireci gibi islemektedir. Bu siirecte, bireyler bir iddianin (teoremin) dogrulugunu kanitlamak
i¢in ilk olarak o iddianin ne oldugunu anlamaya ¢aligirlar. Bu gercevede, eldeki iddiayla alakali tiim
bilgileri bir araya getirerek degerlendirirler. Ikinci olarak, iddianin nasil kamtlanacagina iliskin bir
yol arayisina girerler; kullanacaklar1 yontem ve teknikleri belirlerler. Dikkat edilecek olursa bu ikinci
asama Polya’nin (1973) dort asamali problem ¢6zme modelindeki plan yapma asamasina karsilik
gelmektedir. Ugiincii olarak ise bir énceki asamada belirledikleri yol ve yaklagimlar takip ederek
ve ilgili yontem ve teknikleri ise kosarak ispat yaparlar ki bu asama da Polya’nin problem ¢6zme
modelindeki uygulama asamasina tekabiil etmektedir. Ispat siirecinde, degerlendirme asamasinin
isin basindan itibaren isletilmesi gerekir. Ciinkii ispatlar mantiksal ¢ikarsamalar (deduction) yoluyla
yapildig icin siirecin her asamasinda bireylerin kendi diisiinceleri {izerinde diisiinmeleri, mantik
hatasina diismeden ispat siirecini sebep-sonug iliskisi ¢er¢evesinde ve kontrollii bir sekilde
yiiriitmeleri gerekir.

Ispatlar matematigin uygulama alanlarindan bir tanesidir. Bu nedenle verilen bir teoremin
dogrulugunu kanitlamanin 6tesinde 6grenme-6gretme siireclerini destekleme adina farkli islevleri
bulunmaktadir. En temelde, elestirel ve yaratici diisiincenin gelisimini destekledigi sdylenebilir.
Bilgiler arasi iligkileri agiga ¢ikarmasi nedeniyle 6grencilerin kavramsal bilgi edinmeleri i¢in uygun
ortamlar sundugu muhakkaktir (Hanna, 1990). Yine, entelektiiel kapasitelerini zorlamasi nedeniyle
Ogrencilerin Uist-biligsel yeteneklerini gelistirdigi, dolayisiyla 6z-takip ve 6z-diizenleme becerilerini
destekledigi sdylenebilir. Schoenfeld’e (1994) gore ispatlar matematik yapmanin en etkili yoludur;
bu agidan bakildiginda ise Ogrencilere yaparak ve yasayarak Ogrenme ortamlart sundugunu
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sdyleyebiliriz. Ispat siirecinde gecmis bilgiler sentezlenerek kullanilir ve yapilan gikarsamalar ile
yeni bilgilere ulagilir; bu 6zelligi nedeniyle de matematiksel diisiinceleri kendilerinin kesfetmesi igin
Ogrencilere imkan tanidig sdylenebilir (Knuth, 2002a,b).

Literatiir taramasindan olusan bu ¢alismada ispatin matematik 6gretimindeki rolii ve dnemi
iizerinde durulmaktadir. Konunun genis bir perspektiften ele alinarak incelenmesine gayret
edilmistir. Ilk olarak ispat kavraminin anlan ve mantiksal temelleri izah edilmekte; sonrasinda ise
lise ve iiniversite matematigi kapsaminda kullanilan ispat yontemleri ornekler {izerinden
agiklanmaktadir. ikinci olarak, ispat uygulamalarinin matematik dgretimindeki rolii ve égrenme-
ogretme siireclerini nasil destekledigi hususlar1 tartistlmaktadir. Ugiincii olarak, 6gretmen
adaylarinin ve matematik 6gretmenlerinin ispat bilgilerini konu edinen ¢alismalarin genis bir 6zeti
paylasilmaktadir. Sunulan bilgilerin sentezlendigi kisa bir 6zet ile yazi sonlandirilmaktadir.

ISPAT KAVRAMI ve iSPAT TURLERI

Ispat matematikte oldugu kadar gercek yasamda da sik¢a kullanilan bir kavramdir. Gergek
yasamda, ispat kavrami kullanildig1 alana ve iliskili oldugu olay ve olgulara gore farkli manalara
gelebilmektedir. Bir farmakolog kesfettigi bir ilacin yan etkilerinin olmadigin1 deneysel metotlarla
ve ¢ok sayida insan {lizerinde deneyerek kanitlayabilir. Bir yargig, gorgii sahitlerinin ifadeleri ve olay
yeri bulgularina dayanarak bir sahsin suglu oldugunu ispat edebilir. Bir bilim adami deniz
seviyesinde suyun 100C° de kaynadigim bir fizik deneyiyle kanitlayabilir. Gergek yasamda ispat
kavrami, hedef kitleleri ikna etmek i¢in somut delillerden ve tekrarlanabilir deney bulgularindan
hareketle eldeki iddianin dogrulugunun aydinlatilmasi ve bu konuda bir yargiya varilmasi manasina
gelmektedir. Dolayisiyla, gercek yasamda bir iddianin ispati sezgiye, kisisel ongoriilere ve yorumlara
dayanabilir. Bu nedenle objektifligi, mantiksallig1 ve gecerliligi sorgulamaya agiktir.

Matematikte ispat kavrami ¢ok daha kesin manalar igerir. Matematiksel ispatlarda deney ve
gbzlem bulgularina, sezgiyle ulasilan bilgi ve ¢ikarsamalara yer yoktur. Yegane enstriiman olarak
aklin kullanildig1, gecmis bilgiler lizerine insa edilen ve eldeki teoremin dogrulugunu sebep-sonug
iligkisi ¢cergevesinde ve mantiksal bir akicilikla ortaya koyan izahlara ispat denir. Daha 6z bir ifadeyle
ispat, bir teoremin dogrulugunu veya yanlisligin1 mantiksal ¢ikarsamalar (deduction) yoluyla acik ve
net olarak izah eden yapilar olarak tanimlanabilir (Martin & Harel, 1989). Bir matematiksel izahin
ispat olabilmesi i¢in onceki bilinenler lizerine insa edilmesi, mantiksal ¢ikarsamalar (deduction)
icermesi, i¢ tutarliliginin olmasi ve iizerinde ¢alisilan kiimedeki tiim durumlar i¢in gegerli olmast
gerekir (a.g.e.). Kisisel ongoriiler ve sezgisel bilgilerle yapilan izahlarin ispat olarak kabul edilmesi
miimkiin degildir. Objektif olmasi, mantiksal olmasi ve genel gecer olmas1 matematiksel ispatlarin
en temel ozellikleridir. Yapilan tanimlardan anlasilacagi tizere ispat bir mantiksal diigiince siirecidir.
Ortaya atilan bir iddia ile baslayan bu siire¢ matematiksel dil ve terminolojinin yan1 sira aksiyom,
tanim ve kavram tlriinden temel yapilarin iliskilendirilerek kullanimini igerir; mantiksal
cikarsamalarla yeni bir sonuca ulasiimasiyla son bulur (Griffiths, 2000). Ispatlar, verilen bir teoremi
kanitlamanin yani sira bir bilginin yapisindaki mantiksal tutarliligi agiklamak ve bu bilginin {iretim
stirecinde kullanilan diisiince siire¢lerini ortaya ¢ikarmak i¢in kullanilir (Coe & Ruthven, 1994).

Bu noktada, ispat kavraminin bir &rnek iizerinden agiklanmasi yerinde olacaktir. ‘/ki tek
saywin toplami bir ¢ift sayt eder’ teoremini goz Oniine alalim. Tam sayilar kiimesinde sonsuz tane
tek say1 vardir; dolayisiyla tiim bu sayilar arasinda islemler yaparak teoremi kanitlamak miimkiin
degildir. Diger yandan, 6zel 6rnekler izerinden (6rnegin, 1+3=4; 5+7=12, vs.) yapilacak agiklamalar
meselenin anlagilmasina katki sunsa da teoreme konu olan tiim durumlari igcermedigi igin ispat olarak
kabul edilemez. Oyleyse, teoreme konu olan tiim durumlari kapsayacak sekilde daha genel
yaklagimlar ve mantiksal ¢ikarsamalar igeren bir diisiince siirecinin ige kosulmasi gerekir. Bunun i¢in
iki tane tek say1 alalim.
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Birinci say1: a=2m+1, meZ ; (YMmeZ icin 2m ¢ift, 2m+1 ise tek sayidir).
ikinci say1: b=2n+1, neZ; (VheZ icin 2n ¢ift, 2n+1 ise tek sayidir).
Sayilar1 toplayip diizenlersek: a+b=(2m+1)+(2n+1)=2(m+n)+2=2(m+n+1)elde ederiz.

Sonu¢: (M+n+1)=ke Z ve bu sayisuun 2 ile ¢arpimi her zaman ¢ift sayidwr; buda iki tek sayimin
toplaminin her zaman bir ¢ift sayt oldugunun kanitidir.

Buraya kadar ispat kavrami salt matematiksel manasi itibariyle izah edildi. Literatiirde, ispat
kavramini 6gretim siireglerinin sosyal bilesenleriyle iligkilendirerek izah eden yaklagimlar da s6z
konusudur. Bu yaklasimlar ispattan beklenen pedagojik kazanimlarin gerceklesebilmesi icin ispat
uygulamalarinin yiiriitiildiigii siirecin sosyal bilesenlerine dikkatleri cekmektedir. Bell (1976) ispati
O0grenme-0gretme komitesinin tiyeleri arasinda fikir paylagimina imkén taniyan ve eldeki iddianin
dogruluguna kars1 tarafi ikna etmek i¢in yiiriitiilen sosyal bir aktivite olarak tanimlamaktadir.
Stylianides (2007) matematiksel bir ispatin ii¢ temel 6zelliginden bahsetmektedir. Birincisi, ispat
stirecinde 6grencilerin gegmisten bildikleri ve yeniden ispatina gerek duymadiklar: tanim, teorem ve
aksiyom tiiriinden bilgilerin kullanilmas1 hususudur. Ikincisi, ispat siirecinde dgrencilerin bilissel
diizeyleri ve kavramsal gelisimlerine hitap eden mantikli ve tutarli bir akil yiiriitmenin ise
kosulmasidir. Bu siirecte aksine 6rnek verme, tiimevarim ve eldeki iddianin kabuliiyle hareket edip
sonugcta g¢eliskiye diisme gibi diisilince tiirleri ise kosulabilir. Stylianides’in (2007) bahsettigi tiglincii
temel Ozellik ise ispat siirecinin 6ziinii teskil eden akil yiirlitme siireclerinin ve yapilan mantiksal
¢ikarsamalarin sunumunda kullanilan temsilleri i¢ermektedir. Bu temsiller sozlii agiklamalar,
cebirsel ifadeler, tablolar, modeller ve grafik tiirii gorsel yapilardan olusabilir. Sosyo-pedagojik bir
siire¢ olarak ispat, 0grenme-0gretme komitesinin iyeleri arasinda iletisim ve etkilesim olarak
cereyan eder; neticede ise matematiksel bilgilerin daha iyi anlasilmasina imkén tanir (Alibert &
Thomas, 1991). Harel ve Sowder’a (2007) gore ispat yaparken bireyler arasinda yasanan iletisimin
iki temel 6zelligi vardir. Birincisi, kisinin eldeki durumla alakali ileri siirdiigii iddialarin dogruluguna
kendisinin inanmasi; ikincisi ise bu diisiincelerin dogruluguna diger grup tiyelerini ikna etmesidir.
Yukarida bahsedilen 6zelliklere sahip bir ispatin bir teoremin dogrulugunun yani sira neden ve nigin
dogru oldugunun anlasilmasini saglayacagi belirtilmekte, bu nedenle de en iyi ispat olarak kabul
edilmektedir (Hanna, 1995).

Matematik egitiminde farkli ispat yontemleri kullanilmaktadir. Bunlar genel olarak
dogrudan ispat, timevarimla ispat, olmayana ergi yontemi, ¢eliski bulma metodu ve aksine 6rnekle
ispat yontemlerini igermektedir. Dogrudan ispat, okul matematigi kapsaminda en sik kullanilan ispat
yontemidir. Bu yontemde, teoremde verilen bilgi ve sartlar aynen alinir ve istenilen sonuca
ulasilmaya galigilir. Matematiksel ifadeyle p =  seklinde verilmig bir 6nermede p (varsayim) dogru
kabul edilir; verilen bilgiler kullanilarak g’nun (hiikmiin) dogrulugu kanitlanmaya calisilir. Yukarida
sunulan ‘iki tek sayimin toplami bir ¢ift sayidir’ teoreminin ispat1 bu yontemle yapilmistir. Uygun
durumlar igin ¢ok hizli ve sonug alic1 bir diger ispat yontemi ise aksine ornekle ispattir. Bu yontemde
eldeki teoremin dogrulugunu ciiriiten tek bir durumun ortaya konulmasi yeterlidir. Ornegin, ‘x bir
tek sayr ise x* bir ¢ift sayidir’ teoreminin dogrulugu verilecek aksine bir ornekle ciiriitiilebilir.
Ornegin, x=3 sayisin1 alalim; karesi x>=9 eder; 9 ise 2 ile tam boliinemedigi i¢in bir tek sayidir.
Dikkat edilecek olursa burada verilen 6zel bir 6rnek ile onermenin hiikiim kisminin dogrulugu
clriitiilmekte, boylece 6nermenin tamaminin yanlisligi kanitlanmis olmaktadir.

Bazi teoremlerin ifadesi genelden hareketle bir hilkkmiin dogrulanmasini gerektirebilir. Bu
durumlarda genelden hareket edilerek teoremle iligkili biitiin 6zel durumlari da kapsayan bir
¢ikarimda bulunulur. Bu ispat yontemine ise tiimdengelim metodu denilmektedir. Bu yontemin nasil
calistigin1 geometriden sOyle bir 6rnekle izah edelim: n kenarl bir ¢okgen (n herhangi bir sayma
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sayist ve istenildigi kadar biiyiik diisiiniilebilir) dis acilarimn 6lgiileri toplami 360° dir. Ispat
slirecinin anlasilmasi i¢in durumu asagidaki sekilde modelleyelim.

Sekil 1: n kenarli bir gokgenin i¢ ve dis acilar1 arasindaki iliskileri resmeden bir model.

Modelden anlasilacagi lizere n kenarli bir ¢okgenin n tane kosesi vardir; her bir kdsede ise birbirinin
biitiinleri olan i¢ ve dis acilar bulunmaktadir. Bu acilar1 kdselerin isimleriyle adlandiralim; 6rnegin,
A kosesindeki i¢ ac1: a, dis ac1: @’ olsun. Cokgenin tiim kdselerindeki agilarin toplamu ise S olsun. Bu
durumda:

S= (a+a)+(b+b)+(c+c)+(d+d)+...+(n+n) dir,
S= (a+a)+(b+b)+(c+c)+(d+d)+...+(n+n)=n-180° (kdselerdeki tiim acilarin él¢iileri toplami)
S= (@+b+c+d'+... +n)+(@a+b+c+d+...+n)=n-180° (i¢ ve dis acilari bir arada yazarsak)
S=(@+b+c+d+...+n)+(n-2)-180°=n-180° (cokgenin i¢ acilarinn Slciileri toplami (n-2)-180°)
S= (@+b+cHd ... +n)+ =n-1809-(n-2)-180°=n-180%n-180°+2-180°
S= (@+b+c+d+...+n)=2-180°=360°

Boylece verilen teoremin ispat1 tamamlanmis oldu.

Lise ve iiniversite matematigi kapsaminda en sik kullanilan ispat metotlarindan biri de
tiimevarim yontemidir. Sayilabilir sonsuz kiimeler {izerinde tanimlanmis olan teoremlerin ispatinda
kullanilan bu yontemde n=1 i¢gin verilen 6nermenin dogrulugu gosterilir; n=K i¢in dogru kabul edilir
ve bu kabulden hareketle n=k+1 i¢in dogrulugu gosterilerek ispat siireci tamamlanir. Tiimevarim
yontemiyle ispat yapilirken her zaman n=1 ile ispata baslama zorunlulugu yoktur; teoremde belirtilen
sarta gbre 1 den biiylik herhangi bir dogal sayiyla ispata baglamak miimkiindiir. Bu yontemi
kullanarak ardigik tek sayilarin toplamina iligkin bir ispat yapalim. Teoremimiz su sekilde ifade
edilsin: neN" i¢in 1+3+5+...+(2n-1)=n?dir.

1.  n=1igin 1=1?dir ve dogrudur.
2. n=kigin 1+3+5+...+(2k-1)=k? oldugunu kabul edelim.

3. n=k+1igin 1+3+5+...+(2k-1)+(2k+1)=(k+1)? oldugunu gostermemiz gerekmektedir. Bunun icin
2 deki ifadenin her iki yamina (2k+1) eklersek: 1+3+5+...+(2k-1)+(2k+1)=k?+2k+1=(k+1)? dir.
Boylece verilen onermenin dogrulugu kanitlanmuis oldu.
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Son olarak dolayl ispat yontemlerinden olmayana ergi (contraposition) ve c¢eliski bulma
metotlarindan bahsedilecektir. Olmayana ergi yonteminde hiikmiin olumsuzundan hareketle
varsayimin olumsuzuna ulasilir; boylece baslangicta verilen teoremin dogrulugu ispatlanmis olur.
Teoremi p = q bigiminde diisiinelim; olmayana ergi yonteminin mantigina goére verilen teoremin
dogrulugunu kanitlamak igin ~q = ~p dnermesini kanitlamak yeterlidir. Ornegin, ‘karesi ¢ift olan
bir saymin kendisi de ¢ifitir’ teoremini ele alalim. Bu teoremin varsayim kismi p: a sayisinin karesi
cifttir; hiikiim kism g: a sayisimn kendisi ¢ifitir. Ispatta hiikkmiin olumsuzundan hareket edip
varsayimin olumsuzuna ulagilacaktir. Buna gore:

a=2k+1, (Vke Z i¢in 2k ¢ift, 2k+1 ise tek sayidr)
= a?=(2k+1)>=4k>+4k+1
= a?=2(2k*+2k)+1, (Vke Z igin 2k*+2k=t  Z dir)
= a?=2t+1 olur (teZ igin 2t ¢ift, 2t+1 ise tek sayidir)
= a? bir tek sayidir.

Yapilan bu ispatta a sayisi tek kabul edilip karesinin de tek say1 oldugu gosterilmektedir; boylece
‘karesi ¢ift olan bir sayimin kendisi de ¢ifitir’ teoremi kanitlanmig olmaktadir.

Celiski bulma yonteminde ise eldeki 6nermenin dogru olmadigi kabul edilerek ispata baslanir ve
siirecin sonunda baslangictaki kabulle geliskiye diisiiliir; bdylece verilen 6nermenin dogrulugu
kanitlanmis olur. Estetik olusu ve kolay anlasilir olmasi nedeniyle tiniversite matematigi kapsaminda
sikca yapilan bir ispat1 burada paylagsmak isteriz.

Teorem: 2 irrasonel sayidir.

Kabul: V2 irrasyonel olmasin; 6yleyse bu bir rasyonel sayidir.

) a
Oyleyse;a,b € Z,b # 0 ve a, b aralarinda asal olmak tizere 2 = 3 olsun.

2
a
Bu durumda, 2 = e dir ve buradan a® = 2b? olur (1)
Oyleyse a = 2k dir (karesi ¢ift olan sayi cifttir); bunu (1)de yerine yazarsak

4 k? = 2b% ve 2k? = b? elde ederiz; dolayisiyla b = 2t bir ¢if sayidirdir  (2)
a 2k e . o
(1) ve (2) den?2 = 5= elde edilir ki bu bir celiskidir.

Bu sonug basta kabul edilen a ve b sayilarinin aralarinda asal olmasi sartiyla ¢elismektedir; bunun

manasi ise /2 sayisinin rasyonel degil, irrasyonel bir say1 oldugudur. Bu noktada olmayana ergi
metodu (contraposition) ile ¢eliski bulma (contradiction) yontemleri arasindaki mantiksal farka
dikkat cekmek isteriz. Olmayana ergi yonteminde verilen 6nermenin hiikiim kisminin olumsuzundan
hareketle varsayimin olumsuzuna ulasilmaktadir. Celiski bulmada ise eldeki iddianin dogru olmadig
kabul edilmekte; siirecin sonunda ise bu kabul ile celiskiye diisiilmektedir; diisiilen bu ¢eliski ise
baslangicta verilen iddianin dogru oldugu manasina gelmektedir.

MATEMATIK OGRETIMINDE iSPATIN ROLU

Matematik egitiminde ispatin her biri olduk¢a onemli ¢ok sayida islevinden bahsetmek
miimkiindiir. Ispatin en temel roliiniin bir iddianin dogrulugunun ortaya ¢ikarilmasi oldugunda kusku
yoktur. Ogrenciler ispat kavramini genellikle bu boyutuyla anlamakta ve tecriibe etmektedirler.
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Ayrica, okul matematigi kapsaminda ispat siirecinde ise kosulan mantiktan ¢ok yapilan islemlerin ve
kanit yontemleriyle alakali rutinlerin dikkatlere sunuldugu da bir gergektir. Bu tiir durumlarin
Ogrencilerin ispata iliskin bilgi ve diislincelerinin rutinlere kisitlanmasina sebebiyet verdigi
belirtilmektedir. Birgok 6grenci i¢in ispatlar, 6gretmenler tarafindan onerilen metot ve prosediirlerin
takibiyle yiiriitiilen, rutin uygulamalar igeren, oldukc¢a anlamsiz alistirmalar olmanin Gtesinde bir
mana icermemektedir. Schoenfeld (1994) geleneksel Ogretim ortamlarinda, ispatin agiklama
giicinden 6grenciler lehine yararlanilmadigini, bu nedenle de 6grencilerin ispatin 6ziinde var olan
diistince derinligini yakalayamadiklarini belirtmektedir.

Matematik egitimcilerine gore ispatin asil faydasi bir iddianin neden ve ni¢in dogru oldugu
hususunun aydinlatilmasindaki roliiyle alakalidir. Ogrencilerdeki diisiince gelisimini destekleyen de
ispatin bu Ozelligidir. Bu nedenle egitimciler ispatlar1 niteliklerine gore iki temel kategoride
degerlendirmektedirler. Birincisi, ¢ok fazla sorgulamaya yer vermeden bir iddianin dogrulugunu
yiizeysel olarak gdsteren ispatlardir; ikincisi ise o iddianin dogrulugunu neden ve nigin sorularina
yanit teskil edecek sekilde biitiin derinligiyle ortaya koyan ag¢iklayici ispatlardir. Hersh’e (1993) gore
bir matematik¢i eldeki iddianin dogrulugundan ziyade neden ve nigin dogru oldugunu anlamaya
calismalidir. Eldeki iddianin dogrulugunu hicbir mantiksal bosluga yer vermeden sebepleriyle
birlikte izah etmesi nedeniyle ispatin a¢iklayicilik ozelligi ve bu anlamdaki rolii (explanatory role of
proof) olduk¢a 6nemlidir.

Matematik egitiminde ispatin bir diger 6nemli rolii ise bilgi ve diisiince paylasimina olanak
tanimasi, yani iletisim aract olarak islev gormesidir. Bir 6nceki kisimda da deginildigi iizere bir¢ok
matematik egitimcisi ispati bireyler arasi diisiince paylagimima imkan taniyan sosyal bir aktivite
(Hanna, 1990) ve matematik 6grenme-0gretme siirecinin (mathematical discourse) bir {iriinii olarak
tanimlamaktadir (Wheeler, 1990). ispat1 bireyler arasinda fikri miinazaralarin yiiriitiildiigii bir
tartisma platformu olarak degerlendirmekte miimkiindiir (Daviz, 1986). Bu platformda, bireyler
birbirlerinin fikirlerini desteklemek veya ¢iiriitmek i¢in tezler ileri siirerler; bu savlarini desteklemek
icin ge¢mis bilgilerini sentezleyerek ve uyarlayarak ise kosarlar. Aksiyomlar, tanimlar ve teoremler
gibi matematigin temel yap1 taslarin1 kullanirlar. Eldeki iddiayla alakali mantiksal ¢ikarsamalar
(deduction) yapabilmek i¢in yogun bir akil yiiriitme siireci yasarlar; gerek kendi diisiinceleri gerekse
arkadaslarinin diigtinceleri t{izerinde disiinceler yiritirler. Yani, {ist-biligsel yeteneklerini ise
kosarlar; bu cergevede 6z-takip ve Oz-diizenlemeler yaparlar. Zihinlerinde yiiriittiikleri biligsel
eylemleri sozlii olarak ifade etmenin yani sira semboller, simgeler, cebirsel gosterimler ve grafikler
tiirlinden matematiksel dil ve terminolojiyi kullanarak birbirlerini ikna etmeye ¢aligirlar. Yiiriitiilen
biitiin bu sosyal ve biligsel aktiviteler neticesinde grup iiyelerinin tizerinde mutabik kaldig1 ve eldeki
iddianin dogrulugunu acik ve net olarak gdsteren bir arglimanlar zinciri ortaya ¢ikar ki bu ispatin
kendidir. Ispat siirecinde, bilis temelli ancak agirlikli olarak sosyal igerikli bir iletisim ve etkilesim
slirecinin yasandigi agiktir. Bu nedenledir ki matematik egitimcileri ispati, sosyal bir aktivite ve
ogrenme-ogretme stirecinin bir iiriinii olarak tanimlamakta ve bu agilardan bireylere sundugu
katkilara vurgu yapmaktadirlar.

Ispatin, yeni bilgilerin kesfine imkan tanimak gibi bir islevi de sz konusudur. Matematik
tarihinde, birgok bilginin ispatlanarak, yani mantiksal ¢ikarsamalar (deduction) yoluyla kesfedildigi
bilinmektedir (De Villiers, 1999). Esasen bu sadece matematikgiler i¢in gecerli bir durum degildir;
okul matematigi kapsaminda da bircok bilgi ispatlanarak dgrencilere kesfettirilebilir. Ornegin, Euclid
geometrisi kapsaminda “bir iicgenin i¢ acilarimin él¢iileri toplam 180° dir’ kuramsal bilgisini ispat
yoluyla kesfetmek miimkiindiir. Alinacak herhangi bir iiggenin bir kosesinden karsi kenara bir paralel
cizilir. Paralel dogrularm i¢ kisimlarinda kalan ve bunlar1 kesen her bir dogrunun (iiggenin diger iki
kenar) ise ters tarafina diisen agilarin (i¢ ters acilar) dlgiilerinin esit oldugu mantigindan hareketle
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tabandaki agilar tepeye tasinir. Bu durumda, {iggenin i¢ ac¢ilarinin tepede bir dogru ag1 olusturdugu,
dolayisiyla élgiileri toplamimin 180° oldugu kanitlanmus olur.

Ozetle, ispat yaparken bireyler iki temel alanda sahip olduklari bilgilerini kullanirlar.
Birincisi, matematiksel bilgilerdir ki bunlar daha 6nceden kesfedilmis ve dogrulugu kanitlanmis
kavramlari, diigiince tiirlerini, metotlar1 ve temel matematiksel yapilar igerir. Bu bilgiler yeni bir
iddianin ortaya konulmasi ve ispatlanmasi siirecinde ilk kalkis noktasini ve diisiince baglamini
olusturur. Ispat siirecinde, akil yiiriitmenin dayandig1 ikinci temel baglam ise matematiksel dildir.
Matematiksel dil, terimler ve tanimlarin yani sira semboller, simgeler, cebirsel ifadeler ve grafikler
tiirlinden ¢esitli gosterimleri igerir. Matematiksel dil, bir iddianin ortaya konulmasi ve kanitlanmasi
stirecinde soyut diisiincelerin ifade edilmesi, kavramlar arasi iligkilerin arastirilmasi, gerekli
aciklamalarin yapilmasi ve diisiincenin baskalariyla paylasimi noktasinda 6nemli iglevler gortir.

Bu iki temel alanda yiiriitiilen eylemler neticesinde dgrenciler diisiince gelisimi basta olmak
tizere bircok sosyal ve biligsel kazanim elde ederler. Matematik 6grenme siirecinin 6ziini teskil eden
soyutlama ve genelleme yapabilme yetenekleri gelisir; bu sayede kavram olusturma siireclerini
sorunsuz isletip igerik agidan zengin ve dogru bilgiler edinebilirler. Ispat yaparken bireyler ¢ogu kez
zihinsel ¢atigmalar (cognitive conflict) yasarlar. Yasanan bu tecriibeler, bireylerin daha oOnce
edindikleri eksik ve hatali bilgiler iizerinde kavramsal degisimlere (conceptual change) giderek
dogrusunu insa edebilmeleri i¢in oldukca 6nemlidir. Ispatlar, bireylerin matematigin birbiriyle iliskili
diisiincelerden olusan sistemli ve diizenli bir disiplin olduguna iligkin bir bakis gelistirmelerine de
yardimc1 olur. Ispatlar matematik yapmanin (doing mathematics) en etkili yollarindan biridir
(Schoenfeld, 1994) ve bu 6zelligi sayesinde bireylere yaparak ve yasayarak 6grenme imkani sundugu
da sdylenebilir. ispatlarin sundugu bir diger énemli kazanim ise diisiincede esnekliktir. Bu sayede
bireyler mevcut bilgilerini eldeki durumun 6zgiin kosullarim karsilayacak sekilde uyarlayarak
kullanabilirler. Diigiincede esneklik ayni zamanda disiplinler arasinda ve matematik-gercek yasam
durumlar arasinda ileri-geri bilgi transferleri yapabilmek i¢in de 6nemli bir zihinsel yetenektir.
Matematiksel dil ve terminolojiyi etkili kullanabilmek ve bununla iligkili olarak diigsiincelerini izah
edebilmek, fikir paylasiminda bulunabilmek ve tartisma ortamlarinda diger bireylerle iletisim ve
etkilesime girebilmek ispatin 6grencilere sundugu en temel sosyal kazanimlar olarak belirtilebilir.

Ogrencilere sundugu cok sayida bilissel ve sosyal kazanimlardan otiirii her diizeydeki
matematik ders programlarinda ve smif i¢i Ogretimlerde kanit temelli etkinliklere ve ispat
uygulamalarina yer verilmesi 1srarla 6nerilmektedir (Schoenfeld, 1994; Hanna, 1995; NCTM, 2000;
Yackel & Hanna, 2003). Ulkemizde, yeni lise matematik dgretimi ders programlarinda da ispatin
O6nemi vurgulanmakta, ‘akil yiiriitme ve ispat yapabilme’ Ogrencilerin edinmesi gereken temel
kazanimlar arasinda sayilmaktadir (TTKB, 2013b). Ancak, geleneksel 6gretim ortamlarinda,
ispatlara lise egitiminin son yilarinda ve genellikle diizlem geometrisi kapsaminda yer verilmektedir.
Sayilar ve cebir konularinda ispat uygulamalarina geregi kadar 6nem verilmedigi bilinmektedir. Bu
eksiklikleri gidermek igin ilk elden inisiyatif alacak olanlar ise Ogretmenlerdir. Bu nedenle
Ogretmenlerin ispat konusunda yeter diizeyde bilgi sahibi olmalar1 beklenir. Ancak, yapilan
calismalar matematik 6gretmeni adaylarinin ve 6gretmenlerinin ispat konusunda kisith bir algiya ve
siurlt bilgilere sahip olduklarini gostermektedir. Bundan sonraki boliimde 6gretmen adaylarinin ve
Ogretmenlerin ispat konusundaki yeterliklerini konu edinen ¢aligmalarin sonuglan paylasilacak; bu
alanda yasanan sikintilar ve bunlarin muhtemel sebepleri tartisilacaktir.

OGRETMENLERIN iSPAT KONUSUNDAKIi YETERLIKLERI

Ogretmenlerin ispatin roliine ilkin diisiinceleri
Literatlirde ogretmenlerin ispat konusundaki yeterliklerini inceleyen c¢ok sayida caligma
bulunmaktadir. Bu ¢aligmalar, arastirma konusunun odagi, kullanilan arastirma metotlarinin niteligi
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ve katilimcilarin mesleki deneyimi gibi parametreler agisindan farklilik arz etmektedir. Bazi
aragtirmacilar 6gretmen adaylarinin ispat algilarini ve bilgilerini incelerken (Jones, 1997; Martin &
Harel, 1989; Morris, 2002; Stylianides, Stylianides & Philippou, 2004, 2007; Varghese, 2007) bir
kisim arastirmacilar da meslekte deneyimli 6gretmenlerin bu alandaki yeterliklerini ¢alismiglardir
(Barkai, Tsamir, Tirosh & Dreyfus, 2002; Dickerson, 2008; Knuth, 1999, 2002a). Verilerin yazil
sinav ve/veya miilakat teknigiyle toplandigi bu c¢aligmalarda katilimcilara genellikle bir teoremle
alakal1 ispatlar verilmis ve bunlarin dogrulugunu degerlendirmeleri istenmistir. Bu kisimda daha
akic1 ve anlagilir bilgiler sunmak igin literatiirdeki aragtirma sonuglari iki kategoride ele alinacaktir.
[k olarak, 6gretmen adaylarinin ve dgretmenlerin ispatin matematik dgretimindeki roliine iligkin
diisiincelerini konu edinen ¢aligmalarin sonuglari paylasilacaktir. ikinci olarak ise ispat konusundaki
matematik alan bilgilerini inceleyen ¢alismalarin sonuclar1 sunulacaktir.

Bir onceki boliimde izah edildigi iizere ispatlarin verilen bir iddianin dogrulugunu ortaya
koyma (verification), eldeki durumun dogrulugunu sebep-sonug iliskisi ¢ercevesinde agiklama
(explanation), bilgi paylasimina aracilik etme (communication), yeni bilgileri kesfetme (discovery)
ve bilgiler arasi iligkileri aragtirma (exploration) gibi ¢ok sayida iglevleri bulunmaktadir. Ancak,
arastirma sonuglari O0gretmenlerin ispatin roliine iliskin oldukca kisith bir diisliinceye sahip
olduklarin1 géstermektedir. Bu baglamda 6gretmenler tarafindan en sik dillendirilen diisiince ispatin
bir iddianin dogrulugunu ortaya koymadaki roliiyle alakali fikirleri icermektedir.

Goetting (1995), 11’1 ortaokul ve 16°s1 lise olmak iizere toplam 27 matematik 6gretmeni
aday1 iizerinde verilerin miilakat teknigiyle toplandigi nitel bir calisma yapmistir. Bu calismada
ortaokul ogretmeni adaylar1 agirlikli olarak ispatin bir iddiamin dogrulugunu ortaya koymadaki
islevini dile getirirken lise 6gretmeni adaylar1 daha ¢ok ispatin bir teoremin neden ve nigin dogru
oldugunu agiklamadaki roliine isaret etmistir. Mingus ve Grassl’in (1999) ¢alismasinda yer alan 51
katilimeinin (30’u ortaokul, 21°1 lise matematik 6gretmeni aday1) biiylik ¢ogunlugu ispatin tek bir
rolline vurgu yapmustir. Bu rol ispatin bir teoremin kanitlanmasi siirecinde kullanilan kavramlarin ve
bilgilerin agiklanmasindaki islevini igermektedir. Ulusal literatiirden ise Bastiirk (2010) tarafindan
33 lise matematik 6gretmeni aday1 lizerinde yapilan ¢alismadan bahsedilebilir. Verilerin anket ve
miilakat teknikleriyle toplandigi ¢aligmanin sonuglart katilimcilarin ispatin 6nemine inanmakla
birlikte ispat uygulamalarina karsi olumsuz bir tutum gelistirdiklerini gostertmektedir. Katilimcilar
%90’lar oraninda ‘matematik 6grenmek i¢in ispatlar gereklidir” diislincesini benimserken diger
yandan katilimcilarin %46’s1 ispatlart sevmedigini, %39’u ise ispat yaparken ¢ok sikildigini
belirtmistir. Miilakatta ise katilimcilar genellikle ispatin ‘anlamli ve kalict 6grenmenin
gerceklesmesi’ icin 6nemli oldugunu dile getirmislerdir.

Meslekte tecriibeli dgretmenler igin de durumun benzer oldugu sdylenebilir. Ornegin, Knuth
(2002a) 3-20 yil arasinda mesleki tecriibeye sahip 16 matematik 6gretmeni tizerinde bir ¢alisma
yapmigtir. Nitel yontemlerin kullamildigi arastirmada veriler miilakat teknigiyle toplanmis ve
katilimcilara matematik egitiminde ispatin rolii ve kullanim amaglariyla alakali sorular
yoneltilmistir. Istisnasiz tiim katilimcilar ispatin ‘bir teoremin dogrulugunu ortaya koymadaki’
roliine isaret ederken sadece ii¢ 6gretmenin ispatin agiklama ézelligine vurgu yaptigi, 8 6gretmenin
ise ispatin yeni bilgilerin kesfindeki iglevini dile getirdigi goriilmiistiir. Knuth (2002a), ispatin
kavramlar arasi iliskilerin arastirilmasi, dolayistyla da bilgi ve diisiince gelisimine yaptig1 katkinin
higbir 6gretmen tarafindan dile getirilmemis olmasini ilging bir durum olarak not etmektedir.

Ogretmenlerin ispat konusundaki alan bilgileri

Ogretmenlerin ispat konusundaki matematik alan bilgilerini inceleyen g¢aligmalar
yukaridakine benzer sonuglar iiretmistir. Matematiksel bir izahin ispat olabilmesi i¢in eldeki iddiay1
mantiksal silsile iginde kesin olarak aydinlatmasi ve {izerinde ¢aligilan kiimenin tiim elemanlarini
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kapsayacak sekilde genel gecer olmasi gerekir. Ancak, ¢ok sayida 6gretmenin ispatin mantiksal
temellerini olusturulan bu hususta bilgi eksikligi yasadiklar goriilmektedir. Eldeki iddiayla alakal
0zel ornekler iizerinden yapilan agiklamalar1 ispat olarak kabul ettikleri rapor edilmektedir (Martin
& Harel, 1989; Goetting, 1995; Healy & Hoyles, 2000; Knuth, 2002b). Ornegin, Martin ve Harel
(1989, s. 44), 101 6gretmen adayinin yer aldig1 calismada katilimeilara “Rakamlar toplami 3 ’iin kat
olan sayilar 3 ile tam boliiniir” teoreminin kanit1 olabilecek farkl agiklamalar vermis ve bunlardan
hangisinin gecerli bir ispat oldugunu tespit etmelerini istemistir. Katilimcilarin yaridan fazlasinin (65
Ogretmen adayinin) bir 6rnek iizerinden yapilan agiklamayi (48 sayisisin rakamlari toplami 12 eder,
12 sayisi 3 ile béliinmekte ve 48 sayisinin kendisi de 3 ile boliinmektedir. Oyleyse verilen teorem
dogrudur) ispat olarak kabul ettikleri gorilmistiir. Ayn1 ¢alismada, katilimeilarin %52’sinin s6z
konusu iddiayla alakali mantiksal agidan tamamen yanlis olmasina karsin sergilenen diislince
yaklagimlar itibariyle formel bir ispat siirecini ¢agristiran su izahi gegerli bir ispat olarak kabul
ettikleri gorilmiistiir: “a sayisi rakamlart toplami 3 ile tam boliinebilen herhangi bir sayt olsun.
Kabul edelim ki a sayisini olugturan rakamlar x, y ve z olsun, bu durumda a=xyz olur. x+y+z toplami
3 ile boliinebildigine gore xyz sayist da 3 ile tam béliiniir; dolayisiyla a sayist 3 ile tam béliiniir (S.
45)”. Jones (1997) katilimec1 6gretmen adaylarindan gruplar halinde beyin firtinasi yaparak ispat
kavramuyla iligkili terimleri ve kavramlari tespit etmelerini istemistir. Sonrasinda ise bu terim ve
kavramalar1 kullanarak her bir 6gretmen adayinin kendi kavram haritasini olusturmasi istenmistir.
Sonugta, matematik basarisi ¢ok iist diizey olan 6gretmen adaylarinin dahi ispatla alakali kavramlar
arasinda var olan anlamsal iliskileri kurmada yetersiz kaldiklari goriilmiistiir. Bu bulgulardan
hareketle Jones (1997) genel matematik basarisinin, ispat konusunda yeter diizeyde alan bilgisine
sahip olundugu manasina gelemeyecegi sonucunu ¢ikarmaktadir.

Matematikte, dogrudan ispat, dolayli ispat ve tlimevarimla ispat gibi farkli yontemlerin
kullanildig1 bilinmektedir. Onceki boliimlerde bu yéntemlerden her birinin mantigi &rnekler
iizerinden izah edilmisti. Literatiir bulgular1 dgretmenlerin bu yontemlerin mantiksal temellerini
anlamada zorlandiklarini gdstermektedir. Ornegin, Riley (2003) matematik 6gretmeni adaylarmin
olmayana ergi yontemiyle ispat yapabilme yeterliklerini incelemistir. Caligmada yer alan 23
katilimcidan “x bir tam say1 olsun; X* bir ¢ift say1 ise X bir ¢ift sayidir’ teoremini ispatlamalarim
istenmistir. Temel matematik derslerinin yani sira ispata giris (introductory proof) adinda bir ders
de okumus olmalarina ragmen katilimcilardan sadece 9 tanesi olmayana ergi yontemini kullanarak
verilen teoremi dogru olarak kanitlayabilmistir. Geri kanilanlarin mantik hatas1 yaptiklar1 veya 6zel
ornekler {izerinden eldeki iddianin dogrulugunu agiklamaya calistiklart goriilmiistiir. Stylianides ve
arkadaslar1 (2004), 95 6gretmen aday1 tizerinde yiiriittiikleri arastirmada (70’1 ortaokul, 25’1 lise
matematik 0gretmeni adayi) katilimcilara s6zel ve sembolik olarak ifade edilmis ispat ornekleri
vermis ve bunlardan hangilerinin dogru ve gecerli ispat oldugunu tespit etmelerini istemistir. Bu
baglamda kullanilan durumlardan bir tanesi su sekildedir: Teorem: v,y eN icin x*#y? = x=y dir.
ispat: Sayet x=y = x*=? dir; dolayisiyla verilen teorem dogrudur (s. 139). Lise Ogretmeni
adaylarinin iigte ikisi, ortaokul matematik 6gretmeni adaylarinin ise beste biri verilen ispati dogru
olarak tespit etmistir. Arastirmada kullanilan diger durumlarda diisiiniildiigiinde genel basarinin ¢ok
daha diisiik oldugu belirtilmektedir. Yazarlar, lise 6gretmeni adaylarmin yaklagik iigte birinin,
ortaokul Ogretmeni adaylarimin ise yarisinin olmayana ergi yontemiyle yapilan ispatlar1 kabul
etmediklerini belirtmektedir.

Ters durum yoOntemiyle ispat konusunda tecriibeli Ggretmenlerin de sikintilar yasadigi
bilinmektedir. Knuth (2002a) 3-20 y1l aras1 mesleki tecriibeye sahip 16 matematik 6gretmeninden
x> 0iginx + % > 2dir teoremiyle alakali asagidaki ispatin gegerli olup olmadigm

degerlendirmelerini istemistir. Dikkat edilecek olursa yapilan ispat mantik hatasi icermektedir. Genel
akig itibariyle formel bir ispat siirecini ¢agristirsa da yapilanlar cebirsel islemlerden ibaret olup
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olmayana ergi yonteminin mantigini icermemektedir; burada daha ziyade ters islem (converse)
diisiincesinin ise kosulmasi s6z konusudur. Ancak, 16 katilimcidan 10 tanesi sunulan izahin gegerli
bir ispat oldugunu kabul etmistir.

x>0iginx+§22dir

X +§ > 2 dogru olsun;

2_
Esitsizligin her iki yanindan 2 ¢ikarilirsa: # > 0 elde edilir.

_4N2
Paydaki ifade tam kare oldugu icgin % > 0 seklinde diizenlenir.

Paydaki tam kare if ade 0'aesit veya buyiiktir; dolayistyla x > 0 dur.

Bu durumda x + % > 2icinx > 0dur.

1
Buradan x > 0 igin x + o > 2 oldugu anlastlir ki bu da verilen teoremin ispatidir.

Lise ve {iniversite matematigi kapsaminda sik kullanilan ispat yontemlerinden biri de
tiimevarimla ispattir. AcCN olmak tizere A={n/ neN ve n > ng} kiimesi iizerinde bir P(n) teoremi
tanimlanmig olsun. Verilen teoremin tiimevarim yontemiyle ispati igin iki sartin saglanmasi gerekir.
[k olarak, A kiimesinin ilk eleman olan n=ng icin P(n)’in dogru oldugu gosterilmelidir. Ikinci
olarak, ng’dan biiyiik herhangi bir n=k €A i¢in teorem dogru kabul edilip bu kabulden hareketle
n=k+1 €A i¢gin teoremin dogrulugu gosterilmelidir (P(k)=P(k+1)). Bu iki husus tiimevarimla ispat
yonteminin mantiksal temellerini teskil etmektedir. Yapilan calismalar, 6gretmen adaylarinin
tiimevarimla ispat yontemiyle alakali rutinleri basartyla yiiriittiiklerini, ancak yontemin mantiksal
temellerine iliskin kavramsal anlamadan yoksun olduklarini géstermektedir. Movshovitz-Hadar’in
(1993) arastirmasinda, 24 lise matematik 6gretmeni adayanin tamami tiimevarim yontemiyle ispat
yapmada kendilerini yeterli gordiiklerini ifade etmislerdir. Fakat sadece 2 katilimcinin bu yonteminin
mantigina hakim oldugu goriilmiistiir. Geri kalanlar islemsel boyutu itibariyle timevarim yontemini
cagristiran, ancak mantiksal hatalar iceren yanlis bir ispati dogru olarak kabul etmislerdir. Benzer
bulgular Knuth (1999) tarafindan da ortaya konulmustur. Bu ¢alismada, katilimer 18 6gretmeninin
tamamu ‘/ den n’e kadar olan dogal sayilarin toplami n(n+1)/2 dir’ teoremiyle alakali timevarim
yontemiyle olusturulmus ispatt dogru bir sekilde tespit etmis, ancak bu ispat siirecinin mantiksal
temellerini izah etmede yetersiz kalmislardir.

Stylianides vd. (2007) yazili sinav ve miilakat tekniklerini kullanarak 95 6gretmen adayinin
(70’1 ortaokul, 25’1 lise 6gretmeni aday1) s6z konusu ispat yontemiyle alakali bilgilerini incelemistir.
Sonuglar lise matematik 6gretmeni adaylarmin daha basarili olduklarini gostermektedir. Bununla
birlikte her iki gruptakilerin bilyiik gogunlugu yontemin mantiksal temellerini anlamada yetersizlik
sergilemistir. Zorlanilan noktalar: i) Tiimevarimla ispat siirecinin ilk agamasini olugturan N=ng igin
verilen bir P(n) teoremin dogrulugunun neden gosterilmesi gerektigi ve bunun ne manaya geldigi,
ii) Teoremin ispati i¢in ardisik agamalar (inductive steps) arasinda, yani (P(k)=P(k+1)), iligskinin
kurulmasi ve bunun ne anlama geldigi ve iii) Teoremin tanimli oldugu kiimenin 6zelliklerinin
anlasilmas1 hususlarini igermektedir. Ornegin, katilmcilardan Yn € Nven >5igin1-2-3-
(n—1)--n=2"dir teoremiyle alakali verilen bir ispatin dogru olup olmadigim
degerlendirmeleri istenmistir. Verilen ispatta N=5 i¢in teoremin dogru oldugu gosterilmis, n=K i¢in
teorem dogru kabul edilmis ve buradan hareketle n=k+1 i¢in teoremin dogrulugu gosterilerek siire¢
sonlandirilmistir. Lise 6gretmeni adaylarinin %92’si ve ortaokul matematik 6gretmeni adaylarinin
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ise %54’ yapilan ispatin gecerli oldugunu tespit etmistir. Ancak, her iki gruptan da c¢ok say1
dgretmen adaymin yapilan ispatin mantigim anlamada zorlandiklar1 gériilmiistiir. Ornegin, ortaokul
Ogretmeni adaylarinin %13’ verilen ispatin yanlis oldugunu sdylerken, %29°u tiimevarimla ispatin
gecerli olabilmesi i¢in verilen teoremin tiim dogal sayilar icin dogru oldugunu gostermesi gerekir
iddiasinda bulunmustur.

Ogretmenlerin ispat konusunda zorlandiklar1 konularin basinda sayilar teorisi gelmektedir
(Martin & Harel, 1989; Morris, 2002; Barkai vd., 2002). Arastirma sonuglar1 bu alanda yasanan
sikintilarin, 6gretmenlerin tiimevarim ve timdengelim diislince tiirleri arasindaki anlamsal farki
kavrayamamis olmalarindan ve bunlardan hangisinin formel ispat mantigini igerdigi noktasindaki
bilgi eksikliklerinden kaynaklandigina isaret etmektedir. Burada, yiiklenilen mana itibariyle
tiimevarimci diisiince (inductive reasoning), timevarimla ispat yonteminden (proof by mathematical
induction) tamamen farklidir. Kisaca agiklamak gerekirse tiimevarimct diisiince, sinirli sayida
veriler, spesifik ornekler ve 6zel durumlar iizerinden yapilan mantiksal cikarsamalarla eldeki
teoremin dogrulugunun iddia edildigi diisiince siireclerini ifade etmektedir. Tiimdengelimci diislince
ise formel ispat mantigini igermektedir; genel yaklasimlarin sergilendigi ve mantiksal ¢ikarsamalarin
(deduction) yapildig1 diislince siireclerine karsilik gelmektedir. Martin ve Harel’in (1989)
arastirmasinda 101 matematik O6gretmeni adaymin yaridan fazlasinin tiimevarim diisiincesi ise
kosularak 6zel ornekler {izerinden yapilan acgiklamalari gecerli bir ispat olarak kabul ettikleri
goriilmiistiir. Ornegin, katilimcilardan 65 tanesi “12 sayist 36 'y1 tam béler, 36 sayisi da 360’1 tam
béler; oyleyse 12 sayisi 360’1 tam béler (s. 44)” seklindeki 6rnek temelli bir izah1 “a, b, ¢ €7 olsun;
albveblc=alc (s.43)” teoreminin ispati olarak kabul etmistir.

Morris’in (2002) 30 6gretmen aday1 lizerinde yaptig1 aragtirma da benzer bulgular tiretmistir.
Verilerin her bir katilimciyla yapilan miilakatlardan elde edilmis olmasi bu caligmayr onemli
kilmaktadir. Arastirmada, “... n bir sayma sayisi olmak iizere n*+n her zaman bir ¢ift sayidir (s. 86)”
teoreminin ispati olarak katilimcilara tiimevarim ve tiimdengelim diisiincelerini igeren 4 adet
aciklama verilmis ve bunlarin gecerli ispat olup olmadiklarini degerlendirmeleri istenmistir. Bu
izahlardan iki tanesi su sekildedir:

Tiimdengelim diisiincesi ise kosularak yapilan ispat:
Herhangi bir n sayma say1st igin n>+n=n(n+1)
n(n+1) iki ardigik sayma sayisinin garpinudir
n ve (n+1) ardisik sayilar oldugu i¢in bunlardan biri mutlaka c¢ift sayidir
Dolayisiyla, n ve (n+1) sayilarindan biri 2 ile tam boliiniir
Dolayisiyla n(n+1) carpimi 2 ile tam boliiniir, bu nedenle de gifttir
Sonug olarak, her bir n sayma sayisi i¢in n>+n bir ¢ift sayidir.
Tiimevarim diisiincesi kullanilarak olusturulan agiklama:
n=1 olsun; bu durumda n?+n=12+1=2; 2 ise bir ¢ift sayidir
n=2 olsun; bu durumda n?+n=22+2=6; 6 ise bir ¢ift sayidir

Burada, n sayisinin tek ve ¢ift oldugu her iki durum i¢inde sonucun gift oldugu goriilmektedir. Bu
nedenle herhangi bir n sayma sayis1 igin n?+n her zaman gift bir say1 ifade eder.

Katilimcilardan sadece %30’unun tiimdengelim diisiincesi ise kosularak yapilan agiklamay1 gecerli
bir ispat olarak tespit edip yorumladiklar1 gortilmiistiir. %40°lik bir kesimin ise bu iki diisiince tiirii
arasindaki nitel farki anlamada zorlandiklar1 ve tiimevarim diisiincesi ise kosularak sadece iki adet
ornek iizerinden yapilan aciklamay1 gecerli ispat olarak kabul ettikleri belirtilmektedir.
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Barkai vd. (2002) ortaokul matematik 6gretmenlerinin boliinebilme kurallariyla alakali ispat
yeterliklerini incelemistir. 27 Ogretmenin katildigi calismada veriler yazili sinavla toplanmustir.
Sonuglar, katilimcilarin kayda deger bir kisminin 6zel 6rnekler tizerinden agiklamalar yapmayi tercih
ettiklerini gostermektedir. Ornegin, katilimcilarin tamamu “ardisik bes tam sayinin toplami 5 ile tam
olarak boliiniir” teoremini dogru olarak kabul etmistir; ancak bunlarin tigte biri formel kanit
mantigimi kullanarak teoremi ispat edebilmistir. Katilimcilarin %52’si 6zel 6rnekler iizerinden
aciklamalar yapmis ve bunlarinda yaridan fazlasi yaptiklari izahlarin gecerli ispat olduguna iliskin
inanglarini belirtmistir.

Sayilar teorisi konusunda son olarak Gholomazad, Liljedahl ve Zazkis’in (2004)
calismasindan bahsetmek isteriz. Bu arastirmada, katilimci 75 6gretmen adayina sonlu ve sonsuz
kiimelerin kapalilik 6zelligiyle alakali bes farkli aciklama verilmis; verilen bu agiklamalarin gecerli
ispat olup olmadiklarim1 yorumlamalar1 ve kanit olarak kabul etmedikleri durumlar igin kendi
ispatlarini olugturmalari istenmistir. Sonugta, 6gretmen adaylarinin 6rnek temelli agiklamalar ispat
olarak kabul etme noktasinda ¢ok giiclii egilimlerinin oldugu goriilmiistiir. Yazarlar, bu durumun
katilimcilarin eldeki konunun (kiimelerin kapalilik 6zelligi) esas1 ve temel 6zellikleriyle alakal bilgi
eksikliginden ziyade ispat konusundaki yetersizliklerinden kaynaklandigini belirtmektedir. Caligma
kapsaminda kullanilan ispat durumlarindan bir tanesi “I3 sayisinin katlarindan olusan sayilarin
kiimesi A={0, 13, 26, 39, 52, 65, 78, 91,104, 117, 130, 143, 156, 169, ...} olsun. Bu kiime toplama
islemine gore kapalidir (s. 643)” teoremiyle alakali olup su sekildedir:

13 +26 = 39, 13’iin katidir

39 + 52 =91, 13’in katidir

65 + 78 = 143, 13’Un katidir

91 + 104 =195, 195 = 15 x 13, dyleyse 195 13’lin katidir
117 +156=273,273 =21 %13

130 + 169 =299, 299 =23 x 13

195 + 143 =338,338 =26 x 13

1300 +2613 = 3913, 3913 =301 x 13

Gorildigi tizere 13°lin kat1 olan iki say1 toplandiginda yine 13’iin kati olan bir say1 elde edilmektedir;
dolayisiyla verilen kiimenin toplama islemine gére kapalilik 6zeligi vardir.

Katilimcilarin %68’1 yapilan bu agiklamay1 formel bir ispat olarak kabul etmistir. Bunlardan 20
tanesinin teoremin dogrulugundan emin olmak ig¢in iki-li¢ Ornegin yeterli olacagini belirterek
digerlerinin {izerini ¢izdigi belirtilmektedir. Sadece 14 6gretmen aday1 cebirsel temsilleri kullanarak
ve formel kanit mantigini ise kosarak dogru ispatlar yapabilmistir.

Literatiir bulgular1 6gretmenlerin ispat konusundaki zorluklarinin geometri alaninda da
devam ettigini gostermektedir. Varghese’nin (2007) caligmasinda, 17 matematik 6gretmeni
adayindan 14 tanesinin ‘Herhangi bir cokgenin dis agilarinin olciileri toplam: 360° dir’ teoreminin
ispat1 olarak birtakim ag¢iklamalar yaptig1, ancak bunlardan sadece iki tanesinin gegerli ispat oldugu
goriilmiistiir. 1ki 6gretmen adaymin semboller kullanarak yaptigi izahlarin ise ispat olarak kabul
edilebilecek diizeyde oldugu belirtilmektedir. Geri kalan ispatlarin tamamen yanlis oldugu; bunun
da katilimeilarin teoremde verilen bilgileri anlamadaki yetersizliklerinden kaynaklandigi
belirtilmektedir. Geometri konularinda yasanan sikintilarin, 6rnek temelli ve uygulama igerikli
izahlarin ispat olarak kabul edilmesi hususuyla ve geometrik sekillerin gorsel ozelliklerine
yogunlasmadan kaynaklanan yanilgi ve hatalarla alakali oldugu belirtilmektedir. Goetting’in (1995)
calismasinda yer alan ¢ok sayida 6gretmen aday1 6rnek temelli agiklamalar1 ve 6zel durumlart temsil
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eden geometrik cizimleri formel kanit olarak degerlendirmistir. Benzer sonuglar Knuth (2002a)
tarafindan da rapor edilmektedir. Katilime1 16 lise matematik 6gretmeninden 5 tanesi “bir tiggenin
i¢ acilarinin 6lgiileri toplami 180° eder (s. 392)” teoreminin ispat1 olarak sunulan uygulama icerikli
bir izah1 (empirically based argument) formel ispat olarak kabul etmis; bir katilimci ise formel
olmasa da verilen agiklamanin matematiksel acidan gecerli bir ispat oldugunu iddia etmistir.
Katilimcilara sunulan uygulama igerikli izah ve ilgili gorsel su sekildedir: Verilen iiggenin
kosesindeki acilar kesilip sag taraftaki gibi bir araya getirilirse élgiileri toplaminin 180° oldugu
goriiliir (s. 392).

b
a b a\ ¢

Sekil 2: Ucgenin i¢ agilarinm olgiileri toplaminin 180° olduguna dair uygulama igerikli agiklama
(Knuth, 20024, s. 392).

Dickerson’in (2008) calismasinda ise 17 lise matematik 6gretmeninden 16 tanesi verilen geometrik
sekillerin yapilarinin bozuklugundan veya ilgili aciklamalarda ispat i¢in gerekli olmayan detay
bilgilere yer verilmedigi igin kendilerine sunulan gegerli ispatlar1 kabul etmemislerdir. Ozetle,
Ogretmenlerin geometri konulariyla alakali ispat yapma zorluklarinin iki temel alandaki eksiklikten
kaynaklandigi sdylenebilir. Birincisi, matematiksel ispatlarin mantiksal temelleriyle alakali bilgi ve
diisiince eksiklikleridir. Ikincisi ise geometrik sekillere manasim veren arka plandaki soyut
diisiincelere ulagma ve ispat siirecini bu kavramlar iizerinden yiiriitmedeki sikintilardir.

SONUC ve ONERILER

Akl yiirlitmenin yogun bir sekilde kullanildig: ispat uygulamalari matematik yapmanin en
etkili yoludur. Bir teorem ispatlanirken sonuca iligkin varsayim ve tahminlerin Gtesine gegilir; gegmis
bilgiler sebep-sonug iliskisi ¢er¢evesinde kullanilarak ve mantiksal ¢ikarsamalar (deduction) yoluyla
eldeki iddiayla alakal tiim durumlar1 iceren acik, net ve genel gecer aciklamalar yapilir. Ispatin
ogrencilere ¢ok sayida biligsel kazanimlar sundugu bilinmektedir. Bilgiler arasi iliskilerin
kavranmasi, analiz-sentez yapabilme yeteneklerinin artirilmasi, kavramsal Ogrenmenin Oniinii
agmasi, yaparak yasayarak 6grenmeye imkan tanimasi, yansitici diisiincenin aktive edilmesi ve {ist-
bilissel diisiincenin gelisimini desteklemesi bunlardan bazilaridir. Ogretim acisindan ise
matematiksel dil ve terminolojinin kullanildig1 etkili bir iletisim arac1 oldugunu sdyleyebiliriz. Bir
diger 6nemli islevi ise eldeki bilginin mantiksal temelleri ve kavramsal boyutlariyla izahina imkan
tanimasdir.

Ancak, arastirma sonuglar1 6gretmenlerin ispat konusunda ciddi eksikliklerinin oldugunu
gbstermektedir. Ispatin roliine iliskin ‘ispatlar bir iddianin dogrulugunu kamtlamak icin vardir’
tirtinden tek diize bir diisiinceye sahip olduklar1 sdylenebilir. Alan bilgilerinin ise kavramsal
anlamadan uzak, daha ¢ok ispat siirecinde takip edilen rutinlere indirgenmis oldugu anlagilmaktadir.
Alan bilgisi noktasindaki eksikliklerinin farkli ispat yontemlerinin mantiksal temelleriyle alakali
oldugu, sayilar ve geometri konularinda yogunlastig1 sdylenebilir. Bu baglamda kaydedilen en temel
sikint1 ise 0rnek ve uygulama temelli 6zel durumlar tizerinden yapilan izahlar ispat olarak kabul
etmeleridir. Lise ve {iniversite matematigi kapsaminda yaygin olarak kullanilmasina ragmen
tiimevarimla ispat yonteminin mantiksal temellerini anlamaktan dahi uzak olduklari gériilmektedir.
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Olmayana ergi yonteminin mantigini ise bir iglemsel siireci sondan basa dogru ¢céziimlemede takip
edilen rutin bir yaklasima indirgedikleri anlagilmaktadir.

Ogretmenlerin matematik alan bilgilerinin ve 6gretime iliskin diisiincelerinin simif igi
pratiklerini sekillendirdigi, dolayisiyla 6grencilerin diisiince gelisimi iizerinde etkilerinin oldugu
bilinmektedir. Bu nedenle, matematik egitimi kaynaklarinda (NCTM, 200; TTKB, 2013a,b) ortaya
konulan hedefler dogrultusunda kanit temelli Ggretimler yapabilmeleri i¢in Ogretmenlerin bu
alandaki yeterliklerinin artirilmasi gerekir. Ogretmenlerin matematiksel ispatlarin 6grencilere
sagladigi sosyal ve biligsel kazanimlarin farkinda olmalar1 ve bunlarin Gnemine inanmalart
saglanmalidir. Ayrica, 6gretmen adaylar1 ve 0gretmenler ispatlarin siif igi 6gretim faaliyetlerini
etkin kilmak adina sundugu pedagojik yararlar konusunda bilin¢lendirilebilir. Bu amagla, 6gretmen
yetistiren kurumlarda okutulan alan matematigi ve matematik egitimi dersleri kapsaminda bu
kazanimlardan bahsedilmelidir. S6z konusu derslerin igeriklerinde birbirini biitiinleyecek sekilde
gerekli diizenlemeler yapilabilir. Bu dersler kapsaminda ispat uygulamalarina ¢okga yer verilmesi ve
bu uygulamalarin sadece matematiksel boyutuyla degil ayn1 zamanda pedagojik boyutuyla da
tartisilmasi dnem arz etmektedir. Yapilacak bu tiir tartisma ve degerlendirmeler 6gretmen adaylarinin
sadece alan bilgilerini giiglendirmekle kalmayacak, ispatin saglayacagi kazanimlarin ve pedagojik
yararlarin ¢ok daha iyi anlasilmasina yardimci olacaktir. Ozetle, ispatlar belli konularin 6gretiminde
kullanilip sonra terkedilen rutin icerikli uygulamalar olmaktan ¢ikarilmalidir. Zaman ve konu alani
kisitlamasinin 6tesine gegilmeli, problem ¢6zme gibi matematik ders programlarimin 6ziinii teskil
eden temel diisiince yaklagimlarindan biri olarak degerlendirilmelidir. Matematik 6grenmenin ve
matematik yapmanin en temel araci olarak ispatlardan yararlanilmalidir. Kuramsal bilgilerin
dogrulugunu incelemek ve kavramlar arasi iliskileri kurmak maksadiyla her firsatta ispatlara yer
verilmelidir. Sartlar elverdigi dlgiide, yeni bilgiler hazir olarak verilmek yerine kanitlanarak elde
edilmelidir.

Sonug olarak, ispat konusundaki Ogretmen yeterlikleriyle alakali literatiirde var olan
calismalarin neredeyse tamaminin yabanci arastirmacilara ait oldugu goriilmektedir. Tiirkiye’de bu
alanda ciddi bir eksikligin oldugunu séyleyebiliriz. Bu eksikligin giderilmesi igin nitel yontemlerin
kullanildig1 ve 6gretmenlerin ispat konusundaki yeterliklerinin matematik alan bilgisi ve pedagojik
alan bilgisi boyutuyla el alinip incelendigi ¢ok sayida ¢alismanin yapilmasi dnem arz etmektedir. Bu
caligmalarin ortaya koyacagi bulgular 1s1ginda 6gretmenlerin ispat konusundaki bilgi sistemlerinin
ve sinif i¢i 6gretimlerinin gelistirilmesi adina daha rasyonel oneriler getirilebilir.
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