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ANALITIK HIYERARSI SURECINE AiT BAZI MATEMATIKSEL
KAVRAMLAR

Sebahat YETIM
G.U. Gazi Egitim Fakiiltesi, [lkogretim Boliimii, Ankara.

Ozet

Bu makalede Analitik Hiyerarsi Siirecinin temellerinin bir taslagi ile bu temellerin bazilarinin
detayr verilmektedir. Ayrica, oncelikli ozvektor ¢oziimiiniin, matrislerle verilen yargilarin temel
olcegi ile elde edilen onceliklerin degerlerini elde etmek igin ¢ok nemli oldugu gosterilmigtir.

Anahtar Kelimeler: Bazi Matematiksel Kavramlar, Onceliklendirme, Analitik Hiyerarsi
Prosesi (AHP)

SOME MATHEMATICAL CONCEPTS OF THE ANALYTIC
HIERARCHY PROCESS

Abstract

In this paper we give a skeletal outline of the foundations of the Analytic Hierarchy Process
and some of its highlights. We also show that the principal eigenvector solution is essential for
deriving the scale of priorities from the fundamental scale of judgments given in the matrix.

Keywords: Some Mathematical Concepts, In Order of Priorities, Analytic Hierarchy Process
(AHP)

Giris
AHP ile problem ¢6zmede ii¢ temel prensip kullanilir: Bunlar, arastirma
(ayrigtirma), mukayese (karsilastirma) ve onceliklerin sentezlenmesidir.

Ayristirma prensibi birbirini izleyen seviyelerden bagimsiz olarak bir seviyedeki
elemanlarla bir hiyerarsi olustururken uygulanir. Bu ise tepedeki hedeften baslanan
ikinci seviye, liglincii seviye,..., seklinde taban seviyesine kadar devam eden, bir dnceki
hedeften bir sonraki seviyedeki hedefi belirleyen kritere, diger bir ifadeyle genelden
baslayip taban seviyesindeki 6zel alternatiflere kadar asag1 dogru yapilan bir ¢alisma ile
olur.

Karsilagtirma hiikkmiiniin prensibi, bir {ist seviyedeki kritere gore bir alt seviyedeki
elemanlari goreceli 6nceligini veren ikili karsilastirma matrisini insa etmede uygulanir.
Bu matrisin esas 6zvektorii kriterlerin dnceliklerini verir.
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Uciincii prensip ise; iist seviyede karsilik gelen kriterin dnceligi ile onlarmn lokal
onceliklerini asagi dogru tartarak ve kendisini etkileyen kritere gore bir seviyedeki her
bir elemam ilave ederek elde edilen oncelikleri sentezlemede kullanilir (fkinci
seviyedeki elemanlar en tepedeki hedefin agirligi olan birimle carpilirlar). Bu , o
elemanin bilesik veya global 6nceligini verir ki bu 6ncelikle bir alt seviyedeki elemanlar
mukayese edilir ve o elemaninin yerel 6nceliginin tartisini (agirligi) verir. Byle devam
edilerek en alt seviyedeki elemanlarin yerel onceliginin agirlig1 belirleninceye kadar
biiyiik isleme devam edilir.

Dort aksiyom Analitik Hiyerarsi Siirecini yonlendirir ve "asli" olarak ikili
karsilastirma notasyonunu faydal kilar.

A elemanlar1 "alternatif' olarak isimlendirilen 7 tane elemana sahip sonlu bir
kiime, C de A daki elemanlarin karsilagtirilmasi ile elde edilen vasiflarin veya
ozelliklerin bir kiimesi olsun. C nin elemanlarina dlgiitler ad1 verilir. Bir 6l¢iit ilkeldir.

C deki bir dlgiit yardimiyla A daki elemanlar iizerinde bir "karsilagtirma" bagintist
olusturacagiz. >c, C deki bir ¢ dlgegi yardimiyla tanimli A iizerinde "daha fazla tercih
edilir" bagintist olsun. ~& da yine C de C olgiitii yardimiyla tanimlanan "farksiz"

bagintis1 olsun. Buna gére Y C € C igin A da verilen A,ve A j elemanlart i¢in ya
A;>cA; veya A; >cA yada 4 ~ cA,dir. Daha fazla tercih edilir veya farksizdir
ifadesini belirlemek i¢in 4, >cA | semboliinii kullaniriz. C deki bir C lciitiine gore

tanimlanan >c bagmtilarinin ailesine bir ilkellik adi verilir.

B, AXA dan pozitif reel sayilarin R " kiimesine tammli déniisiimlerin kiimesi ve
f:C — Bbir fonksiyon olsun. CeCigin Pce f(C)olsun. Pc, her bir

(A4 ;,4;) € AxA ikilisine bir pozitif reel say1 karsilik getirir. Pc(A4 ;, 4;) sayisim

a;ile gosterelim. Bu durumda a, € R"dir. Her bir C eC i¢in (AxA, R, Pc)

iicliisiine temel veya asli 6lgek adi verilir. Buna gore bir temel 6lcek, objeleri bir say1
sistemine doniistiiren bir donligiimdiir.

Tamm: Her 4;,4; € A veC € Cigin
4;>cA; dir & Pc(4,,4;)=a; >1ise
4,~cA; dir < Pc(4;,4;) =1 ise

Eger4,> CA_ ;j ise CeClye gbre A, A ; ye istiindiir (baskindir) denir. Bdylece Pc,

bir alternatifin diger alternatif i¢in tercihdeki gii¢liliigli veya yogunlugu temsil eder.
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Aksiyom 1 (Cift taraflilik veya Gegis Aksiyomu)
Biitiin Ai,Aj €AveC €C igin Pc (Ai,Aj) =Pc( Al.,Aj)_1 dir.

Bu aksiyom karsilagtirma matrislerinin olusturulmasina yardimci olur goyle ki: Bir
karsilastirma matrisi biliniyorsa buna karsilik gelen diger karsilastirma matrisi de

biliniyor demektir. Ciinkii birisi ( ;) ise digeri (@) dir ve a; = (al.j)_1 olarak almnr.

Omegin, iki tas parcasindan biri digerinden bes kat daha agir ise kiiciik olan tas
parcasinin agirlig1 digerinin beste biridir. Durum bu kadar basittir fakat bu giiclii iliski
AHP nin temelidir.

4=(a,) = (Pc(4;,4;)),C € C kriterine gore karsilastirilan alternatif giftlerin bir
kiimesi olsun. Pc'nin tanimindan ve Aksiyom 1'den A, tersi var olan bir pozitif matristir.

Obje (nesne) A da verilen karsilastirilabilen ciftlerden alternatiflerin rolatif (goreceli)
iistlinliigliniin bir 6l¢iitiinii elde etme isidir.

Simdi, karsilastirma matrisi A ile alternatiflerin bir kiimesinin roélatif (goreceli)
baskinliginin nasil elde edilecegini gosterecegiz. R, )

VCeCigin A=(a,)=(Pc(4;,A;))tersinir pozitif (nxn) tipindeki matrislerin

kiimesini gostersin. [0,1]"[0,1] araliginin kendisi ile n defa kartezyen ¢arpimi ve
AeR,,isin W:R,, > [0,1]" olsun. O zaman W(A) bilesenleri [0,1] araliginda

bulunan bir n boyutlu vektordir. (R, ,,[0,1]",W") tgliisii elde edilen 6lgektir. Elde
edilen her 6l¢ek iligkili iki say1 sistemi arasinda bir doniigiimdiir.

AHP nin 6nemli bir yonii tutarlilik diisiincesidir. Birisinin, bazi nesneler tarafindan
sahip olunan o6zellikler icin bir 6lgegi var ve bu 6zellikleri dlgerse o zaman bu dzellige
gore nesnelerin rolatif (goreceli) agirliklarmin sabit oldugunu goriir. Bu durumda
hiikiimsel bir tutarsizlik yoktur. (Birisi de fiziksel bir 6l¢ege sahip ve onu ikili nesnelere
uygularsa o zaman karsilastirma matrisi ile 6l¢iit izerinde nesnelerin rélatif 6nemi elde
edilmesine ragmen fiziksel Olcegin uygulanmasinda bazi sapmalar (dikkatsizlikler)
meydana gelebilecek ve tekrar bir tutarsizlik mevcut olacaktir). Fakat oOl¢egi
olusturulmayan ve Olglilmeyen bazi Ozelliklere gdre nesneleri karsilastirirken yani
nesneleri ikiser ikiser mukayese etmek igin bir 6l¢ek gelistirmeye calisiyoruz. Nesneler
birden fazla karsilagtirma kriterine sahip olabileceklerinden ve standart bir dlgegimiz
bulunmadigindan, diger taraftan hiikiim geregi rolatif degerler karsilik getirildiginden
tutarsizliklarin alési olusabilir.

AHP deki tutarsizliklar agagidaki gibi tanimlanir ve bu tutarsizliklar1 6lgebilme
imkanimiz mevcuttur.

Tanim: Pc doniisiimiiniin tutarli olmasi igin gerek ve yeter sart biitiin i, j, k lar i¢in

Pe(4;,4,)Pe(A;, 4) = Pe(4;, 4,)
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esitliginin saglanmasidir. Benzer olarak karsilagtirma matrisi A nin tutarli olmasi i¢in
gerek ve yeter sart her i, j, k i¢in a;a, = ay olmasidir.
Simdi hiyerarsik aksiyomlar 2, 3 ve 4 ile bunlarla ilgili tanimlara donelim.

Kismi sirali bir kiimede "x<y", x<y ve X # y olarak tanimlanir ve bu durumda y nin
x 1 kapsadigi (veya x den baskin oldugu) sdylenir. Eger x<y ise x<t<y sartin1 saglayan t

nin mevcut olmadig1 kabul edilir. x~ ve x " notasyonlari ile x~ = {y 1 Xy yi kapsar }

ve x' = {y 1y x 1 kapsar } tanimlamalarini yapalim..

H kismi sirali sonlu bir kiime olsun. H asagidaki sartlar1 saglarsa H a bir hiyerarsi
ad1 verilir.

a) tek bir eleman b ve Lk = {b} olmak iizere baz1 h ve k=1,2,...,h i¢in H nin,

L, kiimelerinden olusan bir par¢alanmasi vardir.
b) k=12,..h-1 olmak iizere x € L, ise x € L,,, dir.

¢) k=2,..,holmak iizere x € L, ise x" € L, , dir.

Temel notasyonlar ve olusturulan dlgekler sirasi ile C ve A nin yerleri degistirilerek

xel,,x < L, 'e genisletilebilirler. x deki elemanlarin x ile mukayesesi sonucu

elde edilen Olgeklere lokal olarak elde edilmis olgek (yerel olgek) veya X deki
elemanlar i¢in "yerel dncelikler" ad1 verilir.

Tamm: Verilen p =1pozitif sayisi verildiginde, her y,,y, € X~ ifti i¢in

1 -
— < Pc(y,,y,) < p oluyorsa x~ C L, ,, (bos olmayan) kiimesine x € L, ya gére

 -homojendir denir. Ozellikle esit taraflilik aksiyonumdan Pc(y;, y;) = L elde edilir.

Aksiyom 2 (Homojenlik Aksiyomu)

Bir H hiyerarsisi, x € H ve x € L verildiginde, k=1,2,..., h-1i¢gin X~ < Lye p-
homojendir denir.

Birbirinden ¢ok farkli karigik elemanlarin karsilastirilmasi beyince ¢ok zor
oldugundan homojenlik anlaml karsilastirmalar icin ¢cok dnemlidir. Ornegin biiyiikliik
bakimindan kumun igindeki bir toz zerrecigin portakalla mukayesesi (karsilastiriimasi)
miimkiin degildir. Farklilik biiyiidiigiinde ya elemanlar biiyiikliikleri karsilagtirabilecek
sekilde gruplandirilmalidir ya da hepsi farkli seviyelerde ele alinmalidir.
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L,,L,,, < Hverildiginde yex ve xe€l,i¢in elde edilen yerel &lgek
k=2,3,.,h-1 olmak iizere W,  (y/x)ile gosterili. Genelligi bozmadan
Y, . ,(yx) =loldugunu kabul edelim. Simdi siitunlar1 L, ,deki elemanlara gore
L, daki elemanlarin yerel dlgeklerinden olusmus ‘¥, (L, /L, ) matrisini gdz niine

alalim.

Tamm: VC € C ile A kiimesi iizerinde bir temel 6lgek tanimlanabiliyorsa A
kiimesine C kiimesi lizerine digtan bagimlidir denir.

Bir iist seviyedeki kriterlere gore hiyerarsi bir seviyesindeki iligkili elemanlarin
stireci bir alt seviyedeki elemanlarin bir iist seviyedeki elemanlara olan bagimliliklarini
ifade eder, aciklar, dyle ki; aralarinda karsilagtirmalar yapilabilir. Hedefler i¢in adimlar
hiyerarsi i¢inde en tepe seviyeye kadar karsilastirilabilir seviyeler boyunca yukariya
dogru tekrar edilir.

Bir seviyede bulunan kriterler bir diger seviyedeki Ozelliklere gore bu seviyeye
baglidirlar. Endiistrideki girdi ve ¢iktilar asagidaki sekilde bi¢imlendirilen bir is
bagimlilik diisiincesine drnektir.

Tamm: A kiimesi C {izerine distan bagimli olsun. En az bir A €4 igin A, A
iizerine distan bagli ise A daki elemanlara C € C ile igten bagimlidir denir.

Aksiyom 3 H, seviyeleri L,,L,,...,L, olan bir hiyerarsi olsun. k=1,2,...,h-1 ve her
bir L, i¢in
1. L, ,, L, yadstan baghdr.
2. L, dakibitinx lerile L, i¢ten bagh degildir.
3. L"', L., iizerine digtan bagh degildir.
Aksiyom 4 (Beklentiler Aksiyomu) Cc H —L,,A=1L,

Bu aksiyom sadece inaniglar1 igin sebepleri olan diisiinceli bireylerin kendi
diistincelerinin modelde yeterince temsil edildiginden emin olmalarmin bir ifadesidir.
Biitiin kriterler, alternatifler ve beklentiler (agik veya ima ile) hiyerarsi i¢inde temsil
edilebilirler ve temsil edilmelidirler de. Bu aksiyom kabul edilemez. Insanlarin zaman
zaman rasyonel olmayan beklentilerle beslendigi bilinir ve bdyle beklentiler temin
edilebilir.

Aksiyom 3'deki kavramlara dayanarak simdi bir agirlik fonksiyonu gelistirebiliriz.
Her bir x € H i¢in

Wx:x' >[01]: > w,(») =1

yex~
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olacak sekilde (hiyerarsik olarak yapilandirildigindan dogast fonemenona (olaganiistii
olaylara) bagli) uygun bir agirlik fonksiyonu vardir.

Dikkat edilirse x bostan farkli icin h=1 en son seviyedir.

L, kiimeleri hiyerarsinin seviyeleridir ve W _fonksiyonu x objesine gore bir
seviyenin elemanlarinin éncelik fonksiyonudur. Bazi L, seviyeleri i¢in x # L olsa bile,
x de olmayan L , i¢indeki elemanlarin goriintiisiinii 0 a esit tutarak L, larin tamamu i¢in

W _tanimlanabilir.

Agirhik fonksiyonu, hiyerarsi teorisinin uygulanmasinda katkisi bulunanlarin en
onemli olanlarindan biridir.

Tanim Biitin x < L, ler igin x < L, _, ise bu hiyerarsiye tamdir denir.

Simdi en 6nemli soruyu ifade edelim:

Temel Problem

Herhangi bir x €L elemant ve (a<f) Scl palt kimesi verildiginde
k=a,..,p -1, L, seviyeleri iizerinde 6ncelikli fonksiyonlarin 6zelliklerini yansitan
@, :S —[0,1] seklinde bir fonksiyon nasil tanimlayabiliriz. Ozel olarak

@y, L, >[0,1] fonksiyonu nedir?

Daha az teknik terimlerle, bu soyle agiklanabilir: bir biiyiik b nesnesi ile bir sosyal
(ekonomik) sistemi ve basit alternatiflerin bir L, kiimesi (dyleki boyle bir sistem en

biiyiik b elemani ve en alt L, seviyesi ile modellenebilir olmali) verilsin. Herhangi bir

seviyedeki elemanlarin 6nceligi ve ozellikle b ye gore belirlenen L, seviyelerinin
elemanlarmin 6ncelikleri nelerdir?

Optimizasyon bakimindan elemanlarin herhangi bir is bagimliliginin kaynagini
tahsis etmede endiistriler arasindaki iriinlerin ¢akist gibi girdi ¢ikti iligkilerinde elde
edilebilir. Daha yiiksek onceligi olan endiistri kendisinden daha diisiikk onceligi olan
endiistriden gelen materyal akisina baglidir. Bir optimizasyon iskeletinden elemanlarin
onceligi objektif (nesnel) fonksiyonun maksimallegsmesinin tanimlanmasina izin verir ve
diger bir hiyerarsi girdi-¢ikt1 iligkileri hakkinda bilgi temin eder.

Simdi yukarida tanitilan temel problemi ¢6zmek ic¢in bir metot verelim. Kabul
edelim ki: ¥ = {yl,...,ymk}c L ve X= {xl,... X }C L, ., olsun. Genelligi

2 7m
kaybetmeksizin X = L, oldugunu y, € z olacak sekilde bir elemanim var oldugunu

kabul edelim. O zaman
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o, :Y —>[0,1], o, :x—>[0l],j=1..,m

oncelik fonksiyonlarint goéz Oniine alalim. z ye gore X inde elemanlarinin 6ncelik
fonksiyonunu insa edelim. @ ile w: X —[0,1]

w(x,) =Y w, (X)w,(»), i=l..,m,,
Jj=1

ile tanimli fonksiyonu gésterelim. Asikar olarak X; nin onceligi tizerinde ) ; elemanin
olusturdugu tersinir agirlik siireci ), nin agirhigma Xx; nin z ye gore agirligi ve
carpimindan baska bir sey degildir.

Kolayca anlasilmayan algoritmalar, b; =@ ,(x;) diyerek @, (x;) leri B
matrisinde bir araya getirerek basitlestirilecektir. flave olarak,
w, = a)(xl.),a)'j = w_(y,) denirse yukaridaki formiil 7 =1,...,1, ,, olmak iizere

halini alir. Buna gore, @ vektdriiniin dnceliginden bahsedebiliriz. Gergekten (k+1).
seviyedeki B matrisinin 6nceligi

®=Bao'
esitligi ile verilir. Asagidaki teorem kolayca ispatlanabilir.

Teorem H, en biiyiik eleman1 b ve seviyesi h olan bir tam hiyerarsi olsun. k=1,2,..., h

olmak iizere k. seviyedeki dncelik matrisi B, olsun. M, (p —1). seviyede bulunan bazi

z elemanlarina gore p. seviyedeki oncelik vektdrii ise o zaman p<q olmak iizere z ye
gore q. seviyedeki @ oncelik vektorii

®=B,B,.1,....Bp:1 D
esitligi ile verilir.
Buna gore, b elemanina gore en diisiik seviyedeki oncelik vektorii;
(D=BhBh_1...B2b1

olur. L, bir tek elemana sahip ise by = 1 dir. Aksi halde by bir belirleyici (nizam koyucu)

vektordiir. Burada, ikili mukayese siirecinde lineer olmama durumunun da hesaba
katilmasi gerektigine dikkat edilmelidir. Boyle durumlar birlestirici agirlik stireci ile ele
almurlar.
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Network Sistemleri

Cogu zaman alternatifler kriterlere, kriterler de alternatiflere baghdir ve ag girdi
¢iktt yaklagimi ile daha uyumlu g¢alisilan bu iki kavram arasinda bir dairesel dongi
olmalidir. Genellikle insanlarin, cevaplar1 sadece tahmine dayansa bile, lineer hiyerarsi
cinsinden ifade edilen diisiincelerini diizenlemeyi ve basitlestirmeyi tercih etseler bile,
asagida gosterildigi gibi AHP, girdi-giktilar ile ugragmak i¢in genellestirilmistir.

Bir ag (her biri elemanlarin bir kiimesi olan) diiglimlerin ve bilesenler arasinda ki i¢
iliskilerin sirasini isaret eden yaylarin (baglarn) bir kiimesidir. Her bir diiglimdeki
elemanlarm onceligi, birbirine etkileyen diigimler veya elemanlara gére bu elemanlarin
karsilastirma matrisinin 6z degerlerinin bilesenleridir. Bu tesir networkun bir yayi ile
gosterilir. Boyle 6zdegerlerin tamamu tesirlerin Onceligin siiper matrisi (list matrisi)
olarak bilinen bir matris tamimlar. Sistemde her bir bilesene (ki bu bilesenlerin
oncelikleri dikkate alinarak) karsilik gelen 6z degerleri tartarak super matris bir
stokastik matrise doniistiiriiliir. Tesirlerin Onceliklerin sinir1 bu matrisin en biiyiik
kuvveti hesaplanarak elde edilir. Sekilsel olarak biz agagidaki tanima sahibiz.

Tanim Bir kismi sirali S kiimesi bir network sistemidir. Eger,

a) k=1,2, ...,sicin S'nin bir C + parcalanmasi vardur.

b) k= 1, 2,..,s igin C, iizerinde x = C, = ya x ' veya x" bazi k  igin
C, i¢indedir ya da bir veya daha fazla k ; dein x” < C kj,x+ cC ; olacak sekilde
bir siralama vardir.

c) Her bir x € S i¢in, Z @ _(y)=1 olacak sekilde uygun bir®, x> [0,1]

yex~

agirlik fonksiyonu ve k =1,2,...,5,C, < S i¢in Wy C, —[0.1]
agirlik fonksiyonu vardir. Burada C, = {C L CL ot 5I’ten}dir.
Simdi index'lerin uyumlulugu ve agirlik i¢in hesaplama siirecine donelim.

Agwrhik ve Tutarlilik Icin Ozvektor Coziimii

(al.j) matris de dnceliklerin vektdriinii elde etmenin sonsuz sayida yolu vardir. Fakat
tutarhlik izerindeki vurgulama bize bir 6zdeger formiiliine yoneltir. a; i alternatifinin j
alternatifi iizerindeki 6nemini, & i da j alternatifinin & alternatif lizerindeki Gnemini
belirtirse o zaman @, ;i alternatifinin k alternatifi lizerindeki Onemini belirtir.
Dolayisiyla i alternatifinin k alternatifi tizerindeki 6nemi a;a ; olmalidir. Halihazirda
bir dlgege sahip degilsek veya bazi dlgme araglarinda oldugu gibi onun uygunluguna
sahip degilsek tahminin disinda @, /@ nin kesin degerine sahip olamayiz. Bdylece,
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problem A'@ = A_ @ halini alacaktr. Burada A,

max

Ozdegerlerin en biiyligidir
veya a’; =1/a; kuvveti ile 4= (a;)nin alt ist edilmis olan A’ = (a’;)nin esas
0zdegeri olan en biiyiik degerdir. Notasyonu basitlestirmek i¢in A karsilastirma matrisi
almak iizere Aw = ﬂmaxa) seklinde yazmaya devam edecegiz.

0 =(®,,..,o,) éncelikli vektdrinii (6zvektdriini) elde etmek igin satirlarn

iizerinden toplam alinarak normallestirme yapildiginda ¢6ziim yeteri kadar genis giiglii
bir matrise gecilerek elde edilir. k. giic ve (k+1). giicten elde edilen Oncelikli
vektorlerinin elemanlar: arasindaki fark bazi 6n tahminli kiigiik degerlerden daha az
oldugundan iglem durdurulur.

Onceliklerin yaklasik bir degerini elde etmenin kolay yolu, satirlarin geometrik
ortasin1 normallestirmektir. Bu sonu¢ 7 <3 icin dzvektérlerle aynidir. Tahmini bir
sonu¢ elde etmenin ikinci yolu yargi matrisinin siitunlarinin her bir elemaninin
normallestirilmesi ve her bir satirin ortalamasiin alinmasidir.

Ozvektorii elde etme isleminde kullanilan &nemli uygulamalarda tedbirli
olunmalidir. Ciinkii sonuglar 6zvektorlere yakin olmasina ragmen yaklasimlar siray1
tersine ¢evirme imkani verebilir. Bundan dolayr kriterlerin oncelik degerleri yer
degistirebilirler. W, A'nin esas dzvektorii oldugunda &ncelik vektoriinlin keyfi bir x
tahmini igin

esitligini gecerli kildig1 kolayca ispatlanabilir. Bu, asagidaki sekilde yorumlanabilir.
Sayet yeni bir tahminle baslar ve A4/ Zmax ile basarili bir sekilde islem yapilirsa sonug

esas O0zvektoriin bir sabitle ¢arpimi olur.

W nm tam degeri veya tahmini degeri normallestirilmis formda verildiginde,
ﬂ,max un tam degerini veya tahmini degerini elde etmenin basit bir yolu A nin siitunlarin
toplamak ve W vektorii ile sonug vektoriinii carpmaktir. Elde edilen say1 en biiylik
ozdeger olan A_, degeridir veya bir tahmindir. Bu;

n
Z AW} = A @
=

n n n n n
Z Z a;w; = Z (Z a;)o; = Z Anax @i = Ay
=1 j=1 =l i=1

i=l1

bagmtisindan elde edilir.
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Simdiki problem esas 6zvektdr w nin ne kadar iyi bir tahmin oldugudur. Dikkat
edilmelidir ki bu problemi ¢ozerek @ =(@;,...,®,)y1 elde edersek girisleri
ONEO) ;elemanlarindan olusan matris A matrisinin uygun bir tahminidir. A orijinal
matrisin kendisi tutarli olmayabilir. Ger¢ekten A nin girisleri gegisli olmak zorunda
degildir. Yani A, A4, ye tercih edilebilir; A4,,A4; e tercih edilebilir fakat A4;, 4, e
tercih edilebilir. Istedigimiz sey tutarsiziga gore hatanmn bir Sl¢iimiidiir. Yani A nm
tutarli olmasi i¢in gerek ve yeter sart A = n dir ve biz daima lmax 2 n esitsizligine

sahibiz. Bu tutarhiliktan ayiran bir gdsterge olarak A__ —7 kullamlmasini dnerir.

Fakat i=1, ....,n olmak {izere ﬂi, A nin 6zdegerleri oldugundan

ﬂ”max —-n :_i ﬂ’z’ ﬂ”max :ﬂ’l
1=2

esitlikleri gegerli olur. i=1,2,...,n olmak {izere /11. lerin (negatif) ortalamalart olan degeri
(ki bunlardan bazilar1 kompleks eslenikler olabilir) biz (A, —n)/(n—1)ortalama

degeri olarak alinz. 2(A,,, —n)/(n—1)'in a;tahmininde meydana gelen hata farki

ax

oldugunu vurgulamaliyiz. Bu, ﬂmax'ln ifadesinde yerine konularak,

a; =(0,/w;)€;,€;>0 ve €,=1+9

i

5,.j>—1

seklinde yazarak gosterilebilir. Bizi ilgilendiren hata bileseni 5l.j'dl'r ve On yargil

ij°

olmayan bir tahminci i¢in degeri ‘511‘ < 1dir. Temel dzvektdrii normallestirmek, bir
6lgiide ortaya konmus essiz bir tahmini ortaya cikarir.

Karsilastirma matrisin tutarlilik indeksi C.[.= /1max —n/n—1lile verilir. (C.R)

tutarlilik orani, CI ile asagida verilen sayilarin bir kiimesi ve karsilastirilmasiyla elde
edilir. Eger bu oran 0.10'dan daha az degilse problemi tekrar galismali ve yargilar
gbzden gegirilmelidir.

Rastgele Indeks Sayilart

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

RI 0 o0 .58 .90 1.12 1.24 1.32 1.41 145 149

Bu sayilarin her biri (eger hatanin 0,10 veya daha az oldugunu gérmek ise) 1/9,
1/8,...1,...8,9 Olgekleri kullanilarak ebati 500 olan rastgele elde edilen reciprocal
matristen rastgele elde edilen tutarlilik gostergesinin bir ortalamasidir. (0,20 hata orani
tolere edilebilir ama daha fazla degil).

Ekim 2004 Cilt:12 No:2 Kastamonu Egitim Dergisi



Analitik Hiyerarsi Siirecine Ait Bazi Matematiksel Kavramlar 467

Nigin % 10 tutarsizlik tolere edilebilir. Gergekleri ortaya koymada tutarli bir
aciklama elde etmek i¢in tutarliligin Gstiinliigl tutarhiligin Slgiimiinde bir hata olan
tutarsizlik ya da dstiinlikten kaynaklanan 6nemlilik sirasindan farkli olmalidir. Bu
sekilde sifirdan 1'e dogru olan dlgekte tutarsizlik agilmamalidir. 10 ¢ok fazladir. Istenen
%10'un hata %1 ya da % .1 gibi ¢ok kiiciik yapilmamalidir. Buna sebep ise tutarsizligin
kendisinin 6nemli olmasidir. Ciinkii onsuz tercih sirasini degistiren yeni bilgi elde
edilemeyebilir. Biitiin bilgilerin uygun oldugunu kabul etmek algilamada siire gelen
hiikiimler olan tecriibelerle gelisir. O zaman, genis c¢apta tutarli bir yapmin gelisimin
nesnelligi bazi tutarsizliklar1 kabul etmemize baghdir.

Bu aym1 zamanda karsilastirilan elemanlarin sayisinin nigin kiigiik tutulmasi
gerektigini de izah eder. Eger elemanlarin sayisi biiylik olsaydi elemanlarn yerel
oncelikleri kiiciik olacakti ve hata bu oncelikleri 6nemli 6l¢iide degistirebilecekti. Eger
parcalarin sayisi kiiciikkse o zaman Oncelikler cevaplarin 6nem sirasini etkilemeyen
kiiciik bir hata ile karsilastirilabilir ve bu durumda goreceli 6ncelikler hemen hemen
ayni kalird1. Byle olunca pargalar % 10'dan daha az olmali dyle ki onlarmn biitiindeki
her bir degeri %10'un iizerinde olmali ve buna gore mesela; geri kalanlar % 1 hatayla
goreceli olarak etkilenmis olmamalidir.

Tam bir hiyerarsi icin tutarlilik giostergesi

n;+1

h
Cu=2 2. Ol
i=1

J=1
ile tanimlidir. Burada j=1 i¢in W; =1 ve My j nci seviyedeki i nci kritere gore elde
edilen (j+1) nci seviyede elemanlarin sayisidir.
‘C,; ‘, C, elemanlariin sayist olsun ve @y k mer bilesen iizerinde, h inci
bilesenin  tesirinin  &nceligi  olsun,  yani; @ 4y = @iy (C}) veya
@, - C = @4y, olsun.

Bir hiyerarside izlediklerimize benzer ¢izgiler boyunca bir sistemin bilesenlerini
etiketlersek ve k nci bilesenindeki j nci elemanmn istlinliigiinin sinirlihigr @ I ile

tanimlanirsa
Cx

C, @y Oyt (J> 1)

elde edilir. Burada g, (j,h), h nct bilesendeki j nci elemanina gore k ne1 bilesendeki

elemanlarm ikili kargilagtirma matrisinin tutarlilik gostergesidir (indeksidir).
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Sonug¢

Bu konu ile ilgilenen okuyucular bu konu hakkinda pek ¢ok kitap ve yiizlerce
makale bulabilirler. Bunlar, hem grup hiikiimlerinin nasil sentezlenecegini, devam eden
durumlarda konuya matematigin nasil genellesecegi gibi konunun detayli ve genis
teorik gelisimini ve hem de konunun bilimde, teknolojide, hiikiimet ve is alanindaki
pratik uygulamalarini icermektedirler. Faydali bir referans olarak F. Zahedi'nin makalesi
verilebilir.
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