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Oz: Matematiksel Calisma Uzayi (MWS) sinif ortaminda 6gretmen ve 6grencilerin gercekte ne ile mesgul olduklarini anlamlandirmamiza olanak
saglayan kapsamli analiz gercevesi sunan bir kuramdir. Matematiksel ¢alismanin karakteristigini epistemolojik diizlemiyle matematik, biligsel
diizlemiyleyse dgrenci aktivitesi iizerinden agiklamaktadir. Bu ¢alismayla kuramin yurtigi literatiirde taninirligimin artirilmasi, matematiksel ¢alismay1
acikladigi kavramlari gergek bir calisma siireci ile ifade edilmesi amaglanmistir. Arastirma tamamlanmis bir matematiksel ¢alismanin ortaya
konulmasi amaciyla BILSEM’e devam eden 8. sinif 6grencisi ile gergeklestirilmistir. Arastirmada MWS'de ifade edilen zengin icerikli matematiksel
gorev olarak sekilsiz geometri problemi kullanilmistir. Nitel desende gergeklestirilen calismada veriler yapilandirilmis gozlem formu, 6grenci ¢alisma
kagitlari, alan notlari, goriisme ile elde edilmistir. Problemin analiz a priorisi ve olusturulan analiz gercevesi kullanilarak 6grencinin ¢alisma uzay1
tanumlanmistir. Elde edilen bulgular 6grencinin ¢alisma uzayinda MWS'nin semiyotik, enstriimantal ve sdylemsel olusumlarinin ve yonelimlerinin
belirlenebildigini gostermistir. Sonug olarak MWS'nin etkili gorev tasarimi, matematiksel ¢alismanin analiz a priori- posteriorinin gergeklestirilmesi,
kisisel calisma uzaylarini tanimlama, 6grenme ortaminda karsilagilan zorluklar: belirleme gibi pek ¢ok baslikta arastirmacilara destek saglayabilecek
potansiyeli ortaya konulmustur. Arastirmacilara MWS'yi matematigin farkli alanlarinda ve farkli baglamlarda matematiksel ¢alisma siirecinin
incelenmesinde kullanmalar1 nerilmektedir.
Anahtar Kelimeler: Matematiksel calisma, MWS, Calisma uzay1
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Abstract: The Mathematical Working Space (MWS) is a theoretical framework that provides a comprehensive analytical lens for understanding what
teachers and students actually engage with in the classroom. It characterizes mathematical activity through two planes: the epistemological plane,
which concerns mathematics itself, and the cognitive plane, which is grounded in students’ activity. The aim of this study is to increase the visibility
of the framework within the national literature and to illustrate the concepts through which it explains mathematical work by presenting an authentic
working process. The research was conducted with an 8th-grade student attending a Science and Art Center (BILSEM) to present a completed
mathematical working process. In the study, a figureless geometry problem was used as a mathematically rich task, as defined within the MWS
framework. Employing a qualitative research design, data were collected through a structured observation form, student worksheets, field notes, and
an interview. Using the a priori analysis of the problem together with the constructed analytical framework, the student’s working space was
identified. The findings indicate that the semiotic, instrumental, and discursive geneses and orientations of the MWS could be clearly observed within
the student's working space. In conclusion, the study demonstrates the potential of the MWS framework to support researchers in several areas,
including effective task design, conducting a priori and a posteriori analysis of mathematical work, identifying personal working spaces, and
determining difficulties encountered in learning environments. It is recommended that researchers apply the MWS framework to examine
mathematical working processes across different domains of mathematics and in various contexts.
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Matematiksel Caligmanin Dogasina Biligsel ve Epistemolojik Bir Yaklagim: Duru’nun Matematiksel Calisgma Uzayx
(A Cognitive and Epistemological Approach to the Nature of Mathematical Work: Duru’s Mathematical Working Space )

1. GIRiS

Matematik Ogretiminde Ogrencileri bilgiyi edilgen 6grenen konumundan c¢ikararak alani kesfeden
arastirmacilar ve acemi matematikgiler olarak degerlendirmek cagdas egitim yaklasimlarinin temelini
olusturmaktadir (Kuzniak vd., 2016a). Bu yaklasimin oOgrencileri matematigi bilen konumundan
matematigi bizzat yapan konumuna getirdigi goriilmektedir. Ancak Ogrencilere ait matematiksel
¢alismanin okul paradigmasi simirlar icinde degerlendirilmesi gerektigi ve bu ¢alismanin matematigin
Ogretilmesi ve 6grenilmesi i¢in kilit nokta oldugu kabul edilmektedir (Kuzniak & Nechache, 2021; Kuzniak,
2022). Matematiksel calisma dogasi geregi uzun ve yinelemeli bir siirecin {irtinii olmalidir.
Matematikgilerin tanimladig: ideal ortam bu calisma igin yeterli bir model sunamamaktadir (Kuzniak,
2022). Matematiksel ¢alismanin onu gerceklestiren bireye bagh epistemolojik boyutla iliskili bilissel boyutu
icermesi bu karmasik yapinin anlasilmasini zorlastirmaktadir (Houdement & Kuzniak, 1999; Kuzniak vd.,
2016a; Kuzniak & Rauscher, 2011). Egitim kapsaminda 6grencilerin yeni bir gorevde izleyecegi yol; 6nceki
tecriibeleri, matematikgilerin onceki c¢alismalari ve Ogretmenlerinin g¢alismalari ile sekillenmektedir
(Kuzniak vd., 2016a). Matematiksel calismanin bu karmasik dogasinin agiklanmasi ve egitim ortaminda
karsilasilan zorluklarin anlasilmasi igin gerceklestirilen arastirmalar sonucunda Kuzniak ve arkadaslar:
tarafindan oncelikle Geometri Calisma Uzay: yaklasimi ortaya konmus ve daha sonra bu yaklagim
Matematiksel Calisma Uzayr (Mathematical Working Spaces: MWS)* Teorisine genisletilmistir
(Houdement & Kuzniak, 1999; Kuzniak & Rauscher, 2011). MWS Teorisi 6zellikle Fransizca ve Ispanyolca
konusulan iilkelerde genis bir kullanim alan1 bulmusken Tiirkiye baglaminda gerceklesen ¢alismalarin ise
smirl kaldiklar1 goriilmektedir (Deniz, 2024; hnamoglu vd., 2023; Karahan, 2021). Oysaki MWS kaynak
aldig: teorilerin bir sentezi olmanin Gtesine gegerek gercek bir ¢alisma ortaminin ve matematiksel igerigin
epistemolojik ve bilissel acidan incelenmesine olanak saglar. Bu teori, &grencilerin matematiksel
eylemlerinin temsil, ara¢ kullanimi ve sdylemler araciligiyla aciklanabildigi c¢ok boyutlu bir yapi
sunmaktadir (Kuzniak, 2011; Radford, 2016). Tiirkiye'de matematik 6gretim programlarinin beceri temelli
bir yapiya evrilmesi ve programda matematiksel etkinliklerde temsil, ara¢ kullanimi ve muhakeme
siireclerine yapilan vurgu birlikte degerlendirildiginde MWS yaklasiminin bu baglamda ele alinmasi
anlamli hale gelmektedir. Ayrica Fransiz didaktik geleneginden beslenen MWS, referans, uygun ve kisisel
calisma uzaylar: aracilifiyla 6gretim programinin dngordiigii ile 6grencinin gergekte ortaya koydugu
matematiksel calisma arasindaki farki goriiniir kilma potansiyeli tasimaktadir. Bu nedenle MWS'nin
Tiirkiye baglaminda tartisilmasi, bilissel siireglerin nasil yapilandirildigini anlamaya yonelik 6nemli bir
aragtirma alani olusturmaktadr.

Buradan hareketle bu ¢alismanin amaci, Matematiksel Calisma Uzay1 Teorisi'nin yurtici literatiirde
goriiniirliigiinii artirmak, teorinin kavramlarinin matematiksel ¢alismay1 agiklamadaki roliinii gercek bir
calisma siireci ve olusan c¢alisma uzay: tizerinden ifade etmektir. Bu amag¢ dogrultusunda, 6zel yetenekli
ogrencilere uygulanan bir gérevde bir 6grencinin matematiksel ¢alisma uzayi {izerinden teorinin bilissel
diizlem, epistemolojik diizlem ve olusumlar ile ifade ettigi yapilarin ortaya ¢ikarilmasi hedeflenmistir.
1.1. Teorik Cerceve: Matematiksel Calisma Uzay1

Matematiksel Calisma Uzay1 (MWS) teorisi, kdkenini Fransiz matematik didaktigi geleneginde gelisen
teorilerden alir: Didaktik Durumlar Teorisi, Aktivite Teorisi ve Kavramsal Alanlar Teorisi (Kuzniak &
Vivier, 2019). Radford (2016), bu kurami, matematigin 6gretimi ve dgrenimine iliskin sorunlara tutarh
agiklamalar getiren didaktik teorilerin nitelikli bir sentezi olarak tanimlar. Artigue (2016) ise MWS'nin,
kendisinden 6nceki teorilerden daha esnek bir yapiya sahip oldugunu ve matematik alaninda gelistirilen
farkli modelleri de igine alabilecek bir esneklik sundugunu belirtir. Teorinin merkezinde, matematiksel
tutarliliga duyarl epistemolojik bir yaklasim yer alir.

4 Teorinin ismi Tiirkge'ye gevrilirken hem teorinin Fransizca orijinal adi “Espace de Travail Mathematique” hem Ingilizce karsilig1
“Mathematical Working Spaces” hem de Tiirkge’deki terim kullanimi goz éniinde bulundurularak “Matematiksel Calisma Uzay1”
ifadesi, kisaltma olarak da Ingilizce kisaltmast MWS'nin kullanimu tercih edilmistir.
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Bu yaklasim, matematiksel bilginin nasil kuruldugu ve nasil temellendirildigine odaklanir ve bu odak,
MWS'nin baska teorik cercevelerle iliski kurmasini da kolaylastirir (Kuzniak & Vivier, 2019). Richard vd.
(2019), MWS'yi, aragtirmada sorulan soru ve karsilasilan zorluklara gore {izerine farkli teori ve cercevelerin
eklenebilecegi bir “iskelet yap1”ya benzetir. Literatiirdeki ¢alismalar da bu teorinin hem kaynak aldig:
yaklasimlar: nitelikli sekilde yansittigin1 hem de birlikte kullanildig1 diger yontemlerin etkili bigimde
kullanilmasina olanak sagladigini gostermektedir (Derouet vd., 2017; Espinoza-Vasquez, 2024; Kuzniak &
Masselin, 2024; Lagrange & Laval, 2022; Psycharis vd., 2021)

MWS&'nin ¢ikis noktasi matematiksel ¢alismanin insan olmadan gerceklesmeyecegine dayanir. Yani bu
teori, “0grenciler ve 6gretmenler matematik yaparken gercekte neyle mesguller?” sorusuna odaklanir. Bu
nedenle teorinin temel ilgi alani, 6grenci ve 6gretmenlerin smif i¢i ve smif disi1 baglamda yiiriittiikleri
gercek matematiksel ¢alismanin incelenmesidir (Nechache & Gomez-Chacon, 2022). MWS’ye gore, bir
birey matematiksel bir gorevle etkilesime girdiginde, soyut bir ¢alisma ortami ortaya ¢ikar (Delgadillo vd.,
2017). Teori bu soyut ortam1 “matematik uzay1” olarak adlandirir. Bu uzay, matematiksel ¢alismanin iki
diizlemi arasindaki etkilesimle olusur:

e Epistemolojik diizlem: Matematiksel bilginin yapisi, kullandig1 kavramlar, teoremler, tanumlar, araglar
vb.

* Biligsel diizlem: Ogrencinin ya da &gretmenin problem ¢ozerken devreye soktugu zihinsel siiregler
(gorsellestirme, insa etme, ispatlama gibi).

Bu iki diizlem arasindaki iliski 6zellikle problem ¢6zme siireclerinde agik¢a gozlenebilir (Kuzniak, 2022).
Teori, bu iliskiyi “dolasim” ya da “artikiilasyon” kavramlariyla aciklar. Bu dolasim ii¢ temel olusum siireci
iizerinden ele alinur: semiyotik, enstriimantal ve sdylemsel olusumlar. Matematiksel ¢alismanin egitimsel
ve kurumsal baglama uygun sekilde tasarlanmasi ve sekillenmesi, bu {i¢ olusumun epistemolojik ve bilissel
diizlemler arasinda kurdugu kopriiler sayesinde miimkiin olur (Panqueban vd., 2024). Bu cergeve, bir
yandan matematiksel kavramlarin anlasilmasi ve problem ¢6zme becerilerinin gelistirilmesi icin bir
epistemolojik durus sunarken, diger yandan akil yiiriitmeyle dogrulanmasi gereken iligkilerin
belirlenmesi, arastirilmasi, gelistirilmesi ve kesfedilmesine de zemin saglar (Santos-Trigo vd., 2016).
MWS&'nin temel bilesenleri olan biligsel ve epistemolojik diizlemler; bu diizlemlerle iliskili bilesenler ve
semiyotik, enstriitmantal, soylemsel olusumlar arasindaki ¢ok yonlii iligki Sekil 1’de 6zetlenmektedir.

Girsellestirme 4— —  » _ispatlama
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Sekil 1. Kuzniak, Tanguay ve Elia, 2016, s. 725

Sekil 1'de sunulan yap:r teorinin temel kavramlarimi igermektedir. Epistemolojik diizlem temsil
(representamen), artefakt (artifacts) ve referanstan (referential) olusmaktadir. Bilissel diizlem epistemolojik
diizlem bilesenleriyle eslestigi sirayla gorsellestirme (vizualization), olusturma (construction) ve ispatlama
(proving) bilesenlerinden olusmaktadir. Problemle karsi karsiya kalan Ogrencinin eylemleri bilissel
diizleminin bir yansimasidir (Kuzniak, 2022). Problemin ¢0ziimii i¢in gerekli matematiksel arka plan
(tamimlar, 6zellikler, teoremler, vb.) ise epistemolojik diizlemle iliskilidir. Teori bu yapisiyla matematiksel
diistinmenin gorsellestirme, insa ve ispat gibi somut siireclerle nasil gelistigine ve bu siireglerin
epistemolojik bilesenler ile matematiksel tutarliligina olanak saglayan agiklamalar sunmaktadir.
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MWS ile gergeklestirilen ¢alismalar bu modelin matematiksel etkinlikleri analiz etmek i¢in oldukca
semiyotik-enstriimantal, semiyotik-soylemsel, enstriimantal-soylemsel tanimlanmistir (Richard vd., 2016).
MWS matematiksel calisma tiirlerini de kurumsaldan 6zele dogru tanimlandig ii¢ diizeyde sirayla
referans, uygun ve kisisel ¢alisma uzaylar1 olarak ele almaktadir (Kuzniak, 2022). Ayrica ¢alismanin
gerceklestirildigi matematik alanina baglh olarak MWScebir, MWSaritmetik, MWSgeomerni  vb. seklinde
cesitlendirilebilmektedir. Bu calisma alanlar: arasi gegisler dis fibrasyon, MWS'nin biligsel ve epistemolojik
diizlemleri arasi gecisler i¢ fibrasyon kavramlari ile tanimlanmistir (Richard vd., 2016). Teorinin
epistemolojik hassasiyeti sayesinde kimya ve fizik gibi disiplinlerde de uygulanabildigi goriilmektedir
(Moutet, 2018; 2019; 2021).

1.2. MWS’de Gorev

MWS “de bir gorev sadece ¢oziilecek bir problem degil, 6grencinin bilissel siireclerini harekete gecirecek
ozelliklere sahip olmalidir. Bu gorev, ogrencide teorideki en az ii¢ siirecten bir kismuni harekete
gecirmelidir (Kuzniak & Vivier, 2019). Bu siireglerin etkin bicimde devreye girmesi, biligsel ve
epistemolojik diizlemler arasinda dolagim yaratir. MWS’ye gore bu dolasimin kurulabildigi gorevler “tam
ve eksiksiz matematiksel ¢alisma” tiretme potansiyeline sahiptir (Kuzniak & Nechache, 2015; Kuzniak vd.,
2016b; Kuzniak & Nechache, 2017). MWS gorevin karmasikligina gore basit, standart ve zengin igerikli tig
gorev smiflamasi yapmaktadir (Nechache, 2017). MWS tasarlanan gorevlerin degerlendirilmesinde analiz
a priori ve posteriori i¢in uygun bir yapr sunmaktadir. Matematiksel ¢alismanin epistemolojik diizleme
bagh kismi a priori beklentileri tanimlar (Kuznaik & Nechache, 2015). MWS'nin bilissel diizlemi posteriori
analiz uygulama sonucunda ortaya ¢ikan a priori analizle eslesen gercek siiregleri incelemektedir
(Lagrange & Laval, 2022). Teorinin bu arka plan1 bir gorevin tasidig1 potansiyel ile gercekte ortaya ¢ikan
arasindaki farki belirlemede etkili bir yap1 sunmaktadir.

1.3. MWS'’de Epistemolojik Diizlem

Epistemolojik diizlem matematiksel kriterlere gore diizenlenmis birbiri ile etkilesim halinde {i¢ bilesen
icermektedir. Gorevi egitimsel amaca uygun tasarlanan matematiksel ortamin temsil, artefakt ve referans
bilesenlerine gore bir modelini sunmaktir. Temsil bileseni soyut matematiksel nesneler hakkinda
konusabilmemize olanak saglamaktadir. Bir temsilden daha fazlasi olan semiyotik temsile uygun olarak
somut, elle tutulur nesnelerle iliskili bilesenin 6zeti olarak temsil terimi kullanilmigtir (Kuzniak vd., 2016a).
Matematik alani igerisinde cebirsel semboller, geometrik sekiller, grafik, isaretler, vb. bu kapsamdadir.
Artefakt kavrami Rabardel (1995)den uyarlanmis ancak teori icinde modelin diger bilegenleri ile
karismasin1 onlemek amaciyla pergel, cetvel, DGY gibi somut araglarla siirlandirilmistir (Kuzniak vd.,
2016a). Referans bileseni matematigin yigilmali yapis1 ile iliskilidir. Matematiksel gorevin
kurumsallasmasini saglayan teorem, ozellik, tanim, aksiyomatik yapiy1 icermektedir. Matematige 6zgii
tiimdengelimsel ispat1 destekleyen bilesendir (Kuzniak, 2022). Epistemolojik diizlem somut, ¢izim araglari,
yazilim, tanim, teorem, matematiksel 6zelliklere dayanan bir referans sistemini icermekle birlikte bir
matematikginin faaliyeti olmadan islev kazanamaz (Radford, 2016). Burada ifade edilen matematiksel
bilginin biligsel diizlemde karsiliginin olmasidir.

1.4. MWS’de Biligsel Diizlem

Bilissel diizlem Duval (1995)in geometrik muhakemeyi aciklamak icin kullandig1 gorsellestirme,
olusturma ve ispatlama bilesenlerinden uyarlanmistir (Kuzniak & Rauscher, 2011). Gorsellestirme temsil
ve isaretlerin desifre edilmesi, bu temsillerin atifta bulundugu kavram ve iliskiye ait i¢sel temsillerin
olugmasidir. Gorsellestirme isaretlerin basitce algilanmasi ve goriilmesi degildir (Kuzniak, 2022). Ornegin
“¢” semboliiniin matematik c¢alisma icinde agiya isaret ettiginin ¢Oziimlenmesi gorsellestirme
kapsamindadir. Olusturma, gorev sirasinda kullanilan teknik ve aragla iliskili bilesendir. Olusturma
sonucunda ortaya ¢ikan yapi izerindeki eylem ve gozlemlenen iligkiler temsil ettigi matematiksel nesnenin
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modeli olarak islev kazanir (Duval, 1995). Olusturma siirecinin matematiksel bir eylem siirecinin tirtinii
olmas1 ve matematiksel anlamay1 gerektirdigi ifade edilebilir. Bilissel diizlemin son bileseni ispatlama
tiimdengelimsel, mantiksal sOylemlere, dogrudan teorik yapida argiimanlara dayanmali veya bunlar
ortaya ¢ikarmalidir (Kuzniak, 2022).

1.5. MWS’de Olusumlar (Semiyotik, Enstriimantal ve S6ylemsel)

Matematiksel ¢alismanin gelisimi, epistemolojik ve biligsel diizlemler arasinda kurulan gegislere dayanir
(Kuzniak, 2022). MWS bu gegisleri agiklamak igin {i¢ olusum tanimlar: semiyotik, enstriimantal ve
sOylemsel olusumlar. Bu olusumlar iki diizlem arasinda (epistemolojikten bilissele ya da biligselden
epistemolojik diizleme dogru isleyen) iki yonlii etkilesimi yapilandirarak tutarhh ve eksiksiz bir
matematiksel ¢calisma ortaya ¢ikarir (Gémez-Chacén & Kuzniak, 2015).

Semiyotik Olusum: semiyotik temsil sistemleri ile ifade edilen matematiksel nesnelere iliskin sdzdizilimsel
(sentaktik) ve anlamsal (semantik) perspektifler arasindaki diyalektik iligkiyi ifade etmektedir. Bu olusum
temsillerin matematiksel anlamlarinin fark edilmesini icermekle birlikte matematiksel nesneler tizerinde
islem yapilmasina olanak saglar. Epistemolojik diizlemden bilissele, yani temsilden gorsellestirmeye dogru
gerceklesen olusum temsillerin kodunu ¢6zme ve yorumlama, tersi yonde olusum kodlama ve 6rnekleme
olarak tanimlanmaktadir (Duval, 2005; Kuzniak, 2022). Ornegin kenar uzunluklar Ol¢iileri 3 cm, 4 cm, 5
cm olan ii¢genin cesitkenar ii¢gen olarak kodunun c¢oOziilmesi asagidan yukariya gerceklesen bir
olusumken, biligsel diizlemde gerceklesen eylemlere bagh dik acili iggen olarak kodlanmasi yukaridan
asagiya gerceklesen semiyotik bir olusumdur.

Enstriimantal Olusum: matematiksel gorevin tamamlanmasinda bu siirece destek veren arag ve tekniklerin
islevsel hale getirilmesini saglamaktadir (Kuzniak vd., 2016a). Rabardel (1995) bir aracin onu kullanan
bireyde bilissel semalar meydana getirdiginde enstriimana donistiigtinii ifade etmektedir. MWS
kapsaminda enstriimantal olusum hem bireyi hem de matematiksel bilgiyi doniistiiren somut araglarla
gozlemlenebilir insa siireglerini birbirine baglayan nesnel bir yapidir (Lagrange & Richard, 2022).
Enstriimantal olusum matematiksel ispat gerceklestirme, bir sekli insa etme, farkli konfigiirasyonlar
olusturma, kanit aramak gibi farkli biligsel ihtiyaglar1 karsilamaktadir (Barrera, 2013). Bu kapsamda
asagidan yukar1 gergeklesen olusum aracin igsellestirilmesi, tekniklerin benimsenmesi, yukaridan asagi
yonelim gorevin basarilmasindan sonra goreve uygun aracin belirlenmesiyle iliskilidir (Kuzniak, 2022).
Enstriimantal olusum sonucunda bireyin diisiinme bigimi, sonucunda matematiksel bilgi doniisiir
(Lagrange & Richard, 2022).

Séylemsel Olusum: referans sisteme bagli 6zelliklerin ve diizenlenen sonuglarin matematiksel muhakeme
ve sonuglarin dogrulanmasi icin kullanilabilir hale getirilme siirecidir (Kuzniak, 2022). Ogrencilerin
ongoriileri, elde ettikleri sonuglar1 dogrulamalari, verilen durumdaki hatayi algilama, celigkileri fark etme,
goreve yansittiklar1 baglilik, belirgin bir strateji secilmesi sdylemsel olusuma iliskindir (Hitt vd., 2016).
Soylemsel olusum deneysel ve aragsal dogrulamalarin 6tesinde olmakla birlikte bu uygulamalar tarafindan
tetiklenebilir (Kuzniak vd., 2022). Ornegin DGY ile kesfedilen bir iligki teorik dogrulamay1 ortaya
¢ikarabilir. Bu tarz bir olusum aragsal, hesaplamali ve gorsel uygulamalardan kaynaklanmasi, referansa
dahil edilecek iligkilerin, tanimlarin belirlenmesini icermesi bakimindan yukaridan asag: (Kuzniak, 2022)
yonelimde gerceklesmistir. Asagidan yukar: dogru gerceklesen olusumda ispat matematiksel 6zelliklerle
desteklenmekte ve tiimdengelimli bir yapidadir. Kenar uzunluk Olgiileri verilen bir {iggenin agisal
ozelliginin Pisagor bagintisi ile dogrulanmasi bu olusuma 6rnek olarak verilebilir.

1.6. MWS’de Dikey Diizlemler

Biligsel ve epistemolojik diizlemler arasindaki etkilesim, olusum siireglerinin ikili iligkisi izerinden iig
dikey diizlem ortaya ¢ikarir. Olusum ciftlerine dayali bu simiflandirma; modelleme (semiyotik—sdylemsel),
kesif (semiyotik—enstriimantal) ve dogrulama (enstriimantal-sdylemsel) diizlemlerini igerir (Coutat &
Richard, 2011’den akt. Kuzniak vd., 2016a). Richard vd. (2016) ise bu dikey diizlemleri matematiksel
calismanin islevsel asamalariyla iliskilendirerek, semiyotik—enstriimantal diizlemi kesif ve arastirma;

744


https://dergipark.org.tr/tr/pub/aibu

Matematiksel Caligmanin Dogasina Biligsel ve Epistemolojik Bir Yaklagim: Duru’nun Matematiksel Calisgma Uzayx
(A Cognitive and Epistemological Approach to the Nature of Mathematical Work: Duru’s Mathematical Working Space )

semiyotik-soylemsel diizlemi iletisim ve temsil; enstriimantal-sOylemsel diizlemi ise gerekcelendirme ve

muhakeme siiregleriyle eslestirmistir. Boylece ilk siniflandirma olusumlarin yapisina odaklanirken, ikinci
siiflandirma bu yapilarin matematiksel calismadaki islevlerini agiklamaktadir. Sekil 2’de sunulan bu yaps,
matematiksel ¢alismanin farkli asamalarinin hangi olusum iliskileriyle ylirtidiigiinii gostermektedir.

|

\

[Semiyotik- Séylemsel]

!

Sekil 2. MWS'de dikey diizlemler

Matematik gorevinin gerceklesmesinde olusumlardan birinin rehberliginde diger olusuma gecis

saglanabilmektedir. Semiyotik — sdylemsel diizlemde ispat sekil iizerinde manipiilasyonla gergeklesiyorsa
sem. — sOy., actk¢a tanimlanan matematiksel 6zellik, teoremlere dayali ispat sekil iizerine sirali sekilde
uygulaniyorsa sdy. —sem. yonelimi gerceklesmektedir (Kuzniak vd., 2016a). ifade edilen duruma iligkin

Duval (1998)'den alinan 6rnek Sekil 3'te sunulmustur.

Semiyotik — Soylemsel

Soylemsel — Semiyotik

Asagidaki sekilde AC, ABCD dikdortgeninin
kosegenidir. U noktasi kdsegen tizerinde hareket
ederken iki gri dikdoértgenin alanlarimi karsilastiriniz

A B

Burada ispatin gergeklestirilmesinde gorsellestirmeden
ve seklin farkli konfigiirasyonundan yararlanilmistir.

ABCD bir paralelkenar olsun

A 53

Paralelkenar olusumunda paralelkenarn  farkli
6zelliklerine vurgu yapan olas1 konfigiirasyonlarindan
bazilar1 yukaridaki gibidir.

Sekil 3. Semiyotik-soylemsel farkli olusum yonelimleri

Enstriimantal-sdylemsel olusum diizleminde ispatin ara¢ kullanimindan kaynaklanan kesif veya teorik
yapiya dayali ifade edilen bir durumun deneysel dogrulanmasi yer almaktadir. Ara¢ kullanimini iceren
tiimevarimsal akil yiiriitme, ampirik dogrulama enstriimantal yonii baskin bir diizleme isaret etmektedir
(Gémez-Chacén & Kuzniak, 2015; Kuzniak vd., 2016a). Soylemsel olusumun yonlendirdigi siirecte
tiimdengelimli ispat aragla, deneysel dogrulama igermektedir. Bu durum Sekil 4'te 6rneklendirilmistir.
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Enstriimantal — Soylemsel Soylemsel — Enstriimantal

Burada farkli gemberler cizilerek cember tizerindeki Cap1 goren gevre aginin Sl¢iistiniin 90 ° oldugu
noktanin farkli konumlar igin ¢evre a1 Olglilerek  ve bu durumun c¢ember {izerindeki tim
capt goren cevre aginmn Olclisiiniin 90° oldugu  noktalar igin gegerli oldugunun gosterimi igin
sonucuna ulagilmistir. siiriikleme ve iz birakma 6zelligi kullanilmistir.

Sekil 4. Enstriimantal-séylemsel diizlem farkli olusum yonleri

Enstriimantal-sdylemsel olusum herhangi bir yon icermeyen, aracin 6zellikleri ve teorik yapinin i¢ ice
temel olusumlari igerebilir (Kuzniak vd., 2016a). Semiyotik — enstriimantal olusum DGY ve dijital araglarin
matematik egitiminde kullanilmasiyla 6nem kazanmistir (Gomez-Chacon & Kuzniak,2015). Bu diizlemde
klasik ve dijital araclarin ortaya g¢ikardig: goriiniir sonuclar kesif faaliyetini desteklemektedir (Kuzniak,
2022). Semiyotik diizlemin onciiliigiinde ara¢ kullanimini tesvik eden semiyotik bir gérev enstriimantal
olusumu gerektirmektedir. Cebirsel formda verilen bir fonksiyonun Geogebra ile grafik temsilinin
olusturulmas: 6rnek olarak verilebilir. Enstriimantal olusumu esas alan bir gorevin semiyotik olusumu
tegvik etme potansiyeli bulunmaktadir. Ornegin acidlger ile bir acinin Slgiistiniin belirlenmesi agiy1
olusturan figiiratif temsilin bilesenlerinin (a¢inin kollari, kosesi, a¢inin i¢ kismi) semiyotik olusumunu
destekler (Kuzniak, 2022).

1.7. Matematiksel Calisma Uzayi Tiirleri: Referans, Uygun, Kisisel

MWS okul matematigini temel alir ve bu baglamda 6grencilerin matematiksel ¢alismalarinin tutarh bir
sekilde gergeklestirilmesinde egitim kurumlar1 ve smuf igi siireci yonlendiren 6gretmenler belirleyicidir
(Kuzniak vd., 2016a).

Referans MWS: Bu ¢alisma uzayi ¢alisilan alanin iliskili oldugu kurum ve kurulus tarafindan belirlenen ve
o alanin kurumsallasmis ¢alisma bicimini ifade eder. Referans MWS’de temel kaynak teoriler olmakla
birlikte tarihsel, epistemolojik, bilissel, kurumsal, sosyal, ekonomik, kiiltiirel ve politik kriterlerde etkilidir
(Kuzniak, 2022; Montoya-Delgadillo & Reyes Avendafio,2022). Referans matematiksel galisma uzay1
matematik egitiminden sorumlu kurumlardan beklenen ¢alismay1 karsilamaktadir. Daha agik ifade edilirse
ders kitaplari, epistemoloji, didaktik calismalari, tezler, makaleler, egitim toplantilar1 gibi kapsamh
¢alismalarin sonucudur (Kuzniak, 2022). Bu MWS'nin kullanicilar1 6gretmenler, arastirmacilar, miifredat
hazirlayanlar, 6gretmen egitimi gorevlileri, kitap yazarlar1 olarak sdylenebilir (Montoya-Delgadillo &
Reyes Avendafio,2022).

Uygun MWS: Bu calisma uzay1 Ogretmenin referans MWS'yi esas alarak ogretimsel beklentileri
ogrencilerin gergekligine ve sinifin pedagojik kosullarna uygun doniisiimleri gergeklestirdigi calisma
uzayidir (Kuzniak, 2022). Uygun MWS 6gretimin sinirlarina ve pedagojik zorlugun gerektirdiklerine
uygun olarak gerceklesmekte, 6gretmen ve 6grencinin siirecteki roliinii belirlemektedir (Henriquez vd.,
2022). Ogretmenin planladig, ancak heniiz uygulanmamis galisma potansiyel (a priori) MWS olarak,
siifta fiilen gerceklesen calisma ise gercek (actual) uygun MWS olarak tanimlanir. (Henriquez-Rivas vd.,
2022). Gergek uygun MWS, uygulama sonrasinda yapilacak a posteriori yorumlamalara olanak tanir.

Kisisel MWS: Bu ¢alisma uzay1 uygun MWS'nin 6grenci tarafindan gergeklestirilen karsiligidir. Bu ¢alisma
uzayinda 6grenciler kendi doniisiimlerini gergeklestirmektedir (Kuzniak vd., 2016a). Kisisel MWS bilissel
ve epistemolojik tutarlilik gostermeyebilir. Bu yoniiyle 6gretimde engeller, yanhs anlamalar, kavram
yanilgilari, bir kuramin uygulamalarini belirlemeye imkan sunmakta, 6grencilerin yasadiklar1 zorluklari
anlayarak uygun MWS'nin gelistirilmesine katkida bulunmaktadir (Menares- Espinoza & Vivier, 2022).
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MWS&'nin tanimlanmasinda 6ne ¢ikan basliklar {izerinden teorinin matematik egitimi ¢alismalar1 agisindan
potansiyeli sunulmustur. Farkl tilkelerde ve cesitli baglamlarda 6gretmen, 6gretmen adaylari, 6grencilerin
matematik siniflarinda olusturduklari uzaylarin incelenmesi teorinin arastirmacilarin bakis agilarina gore
uyarlanabilen yapisini dogrulamaktadir (Derouet & Parzysz,2016; Elia vd., 2016; Gagatsis vd., 2016;
Montoya-Delgadillo vd., 2016; Panero vd., 2016; Pérez & Delgadillo, 2022; Pluvinage & Flores, 2016).
Panqueban vd. (2024) MWS ile gerceklestirilen ¢alismalarin %69 gibi yiiksek oranda nitel paradigmayla ve
gercek durumlar iizerine gerceklestirildigini ortaya koymuslardir.

Bu ¢alismada da benzer bir yaklasimla MWSnin bilesenlerinin gergek bir ¢alismanin degerlendirilmesinde
nasil ise kosuldugunun sunulmasi hedeflenmistir. Calismada Duru’nun sekilsiz bir geometri gorevinde
ortaya koydugu matematiksel calisma uzay1 semiyotik, enstriimantal ve sdylemsel olusumlar {izerinden
tanimlanmaya calisilacaktir. Bu dogrultuda arastirmanin problemleri su sekildedir:

e (Ogrencinin verilen gorev siirecinde ortaya ¢ikan matematiksel galisma uzayinin epistemolojik ve
biligsel bilegenleri nelerdir?

e Bu siirecte matematiksel calisma uzayinda semiyotik, entriimantal ve sdylemsel olusumlar nasil
ortaya ¢ikmakta ve birbirleriyle nasil etkilesim gostermektedir?

2. YONTEM

2.1. Arastirmanin modeli

Bu ¢alismada nitel yaklasim benimsenmistir. Calisma dort adimda gergeklestirilmistir: (1) veri toplama
arac olarak kullanilacak matematiksel ¢alismanin probleminin belirlenmesi, (2) problem icin analiz a
priorinin gerceklestirilmesi, (3) verilerin toplanmasi, (4) posteriori analizlerin gerceklestirilmesi.

2.2. Arastirmanin c¢alisma grubu

Bu arastirmada kullanilan goérevler, MWS'nin tanimladig1 bigimiyle tam ve eksiksiz matematiksel ¢alisma
tireten zengin igerikli gorevlerdir. Bu tiir gorevler iist diizey bilissel yetkinlik gerektirdiginden ¢alisma,
zengin veriye ulasmak amaciyla 6zel yetenekli ogrencilerle yiiriitiilmiistiir. Ozel yetenekli 6grenciler
akranlarina gore yiiksek diizey bilissel performans gosterme, hizli problem ¢6zme, soyut fikirleri manipiile
etme ve iligskilendirme kapasitesine sahiptir (MEB, 2017; VanTassel-Baska & Stambaugh, 2008). Tim
uygulamalara toplam 22 6grenci katilmis olsa da tamamlanmis bir matematiksel ¢alisma siirecinin biligsel
biitiinliigiinii aktarabilmek i¢in bir 6grencinin (Duru olarak kodlanmistir) verileri sunulacaktir. MWS'nin
tanimladig1 diizlemler arasi dolasim durumunun tek bir durum tizerinden birden fazla veri kaynagz ile
ortaya konmasi 6ncelenmistir. Snirlandirilmis durumlarin birden fazla veri kaynag: kullanilarak ayrintilh
incelenmesi sonucunda smirlandirilan duruma iliskin temalar ortaya konmaktadir (Creswell, 2021).
Duru’'nun ¢alisma uzay1 {i¢ olusum siireci icin veri sunmasi bakimindan tamamlanmis bir matematiksel
calisma niteligi tasimaktadir. Katilimer 6grenci bir devlet okuluna devam etmekte olup BILSEM’de OYG2
(Ozel Yetenekleri Gelistirme) programina kayithdir; kuruma bes yildir devam etmekte ve iki yildir
arastirmacinin dersine katilmaktadir. Arastirma kapsaminda veli onami ve &grenci katiim onay1
almmustir.

2.3. Veri toplama araglar ve siireci

Bu arastirmada veri toplama araci olarak asagida verilen “Miras Kalan Tarla” adli sekilsiz geometri
problemi kullanilmistir:

Mete'nin ailesine kiyde ii¢gen biciminde bir tarla miras kalmistir. Tarlanin bir kenart Cosandere Deresi ile ortaktir. Tarlanin kenar
uzunluklar: 200 m, 180 m ve 340 m olup dere kenarina denk gelen kenar 340 metredir.

Buna gore tarlamin alanim hesaplayiniz ve tarlay: dere kenart iizerinden iki es iicgensel parcaya ayiriniz.”

Bolu Abant izzet Baysal Universitesi Egitim Fakiiltesi DergisiglliaasHls (S e-i1s:1d.He)s-Raghagholbl VL1101
747


https://dergipark.org.tr/tr/pub/aibu

Leyla AYDURMUS- Emel OZDEMIR ERDOGAN

Arastirma Oncesinde, Ogrenciler arasinda ara¢ kullanim yeterliklerinin farkli olabilecegi goz oniinde
bulundurularak kagit katlama, cetvel-pergel ve GeoGebra kullanimina yo6nelik dogal 6gretim siirecinin bir
parcast olarak kisa destek egitimleri verilmistir. Problem ¢6zme oturumu bireysel ya da grup calismas:
yonlendirmesi yapilmadan yiiriitiilmiis; 6grencilere yalnizca problem metninin bulundugu ¢alisma kagidi
sunulmustur. Cetvel-pergel, bilgisayar ve diger araglar Ogrencilerin erisebilecegi bir konumda
bulundurulmustur. Oturum boyunca kamera kayd: alinmis ve arastirmaci disaridan yalnizca gozlemci
rolii {istlenmistir. Yapilandirilmis gozlem formu, alan notlar1 ve 6grenci ¢alisma kagitlar1 veri toplama
araglar1 olarak kullanilmistir (Giiler vd., 2015). Oturum sonunda &grencilerle kisa goriismeler yapilmais;
calisma kagitlari, gozlem notlar: ve goriisme verileri birlikte degerlendirilmistir.

2.4. Verilerin analizi

Arastirma problemlerinin epistemolojik diizleme bagli beklentiler cercevesinde analiz a priorisi
gerceklestirilmistir. Verilerin toplanmasiyla es zamanh goriisme dokiimleri 6grenci ¢alisma kagitlar1 ve
gozlem notlar1 esas alnarak detaylandirilmistir. Analiz a priori ve goriismelerin dokiimii sayesinde
ogrencilerin ¢alisma uzaylarinin ana hatlariyla ortaya ¢ikmas: saglanmistir. Geriye doniik analizlerin
yapilmasini kolaylastirmistir. Elde edilen veriler tasarlanan gorevin epistemolojik diizlemiyle bilissel
diizlemi arasinda kurulan iliskinin ortaya ¢ikardigi olusum ve yonelimlerini belirlemeye yonelik analiz
edilmistir. Analizlerin gerceklestirilebilmesine olanak saglayan probleme 6zgii analiz ¢ergevesi uygulama
Oncesi gelistirilmistir. Analiz tablolarinin sekillendirilmesi igin literatiirde olusumlara yonelik
tanimlamalar referans alinmis ve Tablo 1’de sunulan tanimlamalar kullanilmistir. Olusumlarin yonelimi
i¢in ayrica 6grenci eylemleri, gozlem, kamera kayitlari, goriisme verileri kullanilmistir.

Tablo 1.
Olusumlara Yonelik Referans Davranmislar
Olusumlar Tanimlayicilar
Temsil edilenler ile temsil edenler arasinda kurulan iligki
Temsil edilen matematiksel nesnenin s6zdizilimsel ve anlamsal boyutu arasindaki iliski
< Gorsel, sembolik, sdzel yapida olma
jg g Matematiksel anlamlarin fark edilmesi ve ifadesi
g _g Temsil ile temsil edilen nesneye fiziksel ve ikonik atifta bulunma
» O Temsiller arasi (sozel, sembolik, gorsel) gecis
Gorevin belli kisimlarini veya tek bir adimini aragla gergeklestirme
5 Aracin tasarlanmadigi bir amag icin kullanimi veya bagka bir arag yerine kullanimi
g Aracin 6zel bir kullanimini gergeklestirme
o Arag ile bir sekli insa etme
:g Aracin kullanim adimlarini agiklama
g Arac yardimiyla seklin farkli konfigiirasyonlarini gerceklestirme
:ESJ Arag ile ispat gerceklestirme
é Baslangicta ortaya ¢iktig1 kosullar ve belirli eylemlerle baglantili olma ve lokallik

flerleyen zamanda bir eylem smifi, faaliyet nesneleri ve durumlarla iligkili olarak aracin bir
ozelligi olarak kalic1 hale gelmesi

Referans sistemi olarak adlandirilan tanimlar, teoremler, aksiyomatik yapinin matematiksel
¢alisma sonuglarini dogrulamak i¢in kullanimi

Problemde gozlemlenebilecek matematiksel iliskiler hakkindaki varsayimlarin formiile
edilmesi ve degerlendirilmesi

Mantiksal argiimanlarin olusturulmasi

Soylemsel
Olusum

Bulgulari sunulan probleme ait analiz tablosunun epistemolojik diizlem ve olusumlara iligkin kismi1 Tablo
2’de sunulmustur. Ek-1" de arastirmacilarin analizler sirasinda kullandigi kodlamaya iliskin tablodan
ornek bir kesit sunulmustur.
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Tablo 2.

Miras Kalan Tarla Problemi Analiz A priori

Epistemolojik Diizlem
Temsil
Cesitkenar bir {icgen temsili
Genis acili {iggen temsili
Kenarortay temsili
Yiikseklik temsili

Artefakt
Pergel-cetvel ile
Geogebra ile
¢gizilmesi
Ara¢ kullanarak yiikseklik
degerinin hesaplanmasi
Ara¢ kullanarak iiggenin
alanimin hesaplanmasi

Referans
Ucgen esitsizligi bilgisi
Uggenin cizilebilmesi igin

veya
liggenin

yeterli ve gerekli eleman
bilgisi
Uggende agi kenar iligkisi
bilgisi

Cesitkenar {i¢gen bilgisi
Genis acili liggen bilgisi
Kenarortay bilgisi
Uggende alan bilgisi
Pisagor Bagintist

Semiyotik Olusum Bilissel Diizlem
Gorsellestirme

Verilen {i¢ farkli uzunluga bagl cesitkenar tiggen ¢izimi

Kenar uzunluklarina bagh genis agili tiggen ¢izimi

Es parcalamaya yonelik kenarortay ¢izimi

Alan1 hesaplamak icin yiikseklik ¢izimi

Kose noktalarimi kullanarak {iggenin ifade edilmesi

Genis acili iiggende genis aginin sembolik temsili

Kenarortaym sembolik ifadesi Yiiksekligin sembolik ifadesi

Uggenin alaninin sembolik temsili

Enstriimantal Olusum Olusturma

Pergel ve cetvel veya Geogebra ile iiggeni olusturma adimlarinin
izlenmesi

Kenar orta noktanin pergel, cetvel veya Geogebra ile belirlenmesi
Kenarortayin pergel, cetvel veya Geogebra ile ¢izilmesi

Yiiksekligin pergel, cetvel, Geogebra ile cizilmesi

Alanin bulunmasinda Geogebra “alan” aracinin kullamlmasi

Séylemsel Olusum Ispatlama

Verilen uzunluklarin tiggen olusturdugunun ifade edilmesi

Ug kenar uzunlugu bilinen {iggenin cizilebildiginin ifade edilmesi
Ucgenin genis agili oldugunun ifade edilmesi

Kenarortayin {iggenin alanmi iki es parcaya ayirdiginin ifade
edilmesi

Uggenin bir kosesinden karst kenara gizilen dogru pargasmin
tabanda ayirdigi parcalarin oranmin olusan {i¢genlerin alanlari
oranina esit oldugunun ifade edilmesi

Uggenin farkli kenarlarini taban kabul eden hesaplamalar sonucunda
alanin  degismeyeceginin ifade
gerceklestirilmesi

edilmesi ve hesaplamalar

Tablo 2’de yer alan epistemolojik diizlem siitunu goreve bagl cizilmesi gereken geometrik sekli, seklin
tasimas1 gereken matematiksel 6zellikleri, araca bagh gerceklesmesi muhtemel eylemler ve goérevde ise
kosulacak teorik bilgiyi icermektedir. Olusum siitunu eyleme yonelik ifadeleri icermekte, gorevin
tamamlanmasina yonelik adimlardan olusmaktadir. Biligsel diizlem siitunu ise 6grencinin matematiksel
calismasina bagh olarak verilerin analizi sirasinda tamamlanmistir. Ogrencinin gerceklestirdigi cizimler,
ara¢ kullanimi, sOylemler gibi veriler ilgili bilesenle iliskili olarak bulgular bdliimiinde tabloya
yerlestirilmistir.

2.5. Gegerlik ve Giivenirlik

Nitel yaklagimla gerceklestirilen bu calismada gegerlik ve giivenirlik tutarlilik, tekrar edilebilirlik,
inandiricilik ve aktarilabilirlik ile karsilanmaktadir. Bu kriterler nitel yaklasimla gergeklestirilen
calismalarda gecerlik ve giivenirlik oOlgiitleri olarak degerlendirilmektedir (Creswell, 2021; Yildirim &
Simsek, 2006). Arastirmanin yontemsel cesitliligi birden fazla veri toplama yontemi kullanilarak
saglanmistir. Veri kaynag cesitliligi problemlerin cesitlendirilmesi, farkli cinsiyette ve farkli nitelikte
okullara (devlet- 6zel okul) devam eden Ogrencilerin katilimi ile saglanmistir. Nitel arastirmalarda
inandiricilik uzun siireli ve yogun katilim, gesitleme ile elde edilmektedir (Giiler vd., 2015). Arastirmact
edilen bulgularin benzer birim, durum ve mekana genellenmesi olan aktarilabilirlik olarak ifade
edilmektedir (Akar, 2019). Ulkemizde benzer tanilama siirecinden gegen 6zel yetenekli 6grencilerin biligsel
yeterliliklerin yakin oldugu ifade edilebilir. Arastirmadan elde edilen bulgularin genellenmesi agisindan
onemli goriilmiigtiir.
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3. BULGULAR

Bu boliimde Duru’nun matematiksel ¢calisma uzayiyla ilgili bulgular ortaya ¢ikan semiyotik, enstriimantal
ve sOylemsel olusumlar iizerinden sunulmustur.

3.1. Semiyotik olusum (Temsiller — Gorsellestirme)

Miras Kalan Tarla probleminde temsil bilesenleri verilen ti¢gen tarlanin kenar uzunluklarina bagli olarak
cesitkenar, genis acil1 {iggen, problemin ¢dziimii i¢in kenarortay ve yiikseklik yardimci elemanlar: olarak
belirlenmistir. Duru’'nun probleme iliskin gorsel temsilleri incelendiginde cesitkenar iicgen temsili
olusturdugu, kenarortay1 ve yiiksekligi {icgen {izerinde gorsellestirdigi belirlenmistir. Duru’nun manuel
cizimleri Sekil 5’te sunulmustur.

Sekil 5. Duru’nun manuel cizimleri

Duru'nun ii¢gen ¢izimi incelendiginde ¢izimin gesitkenar ii¢gene atifta bulundugunu kenarlar {izerine
yerlestirdigi sayisal degerlerden belirlenmektedir. Bununla birlikte ¢izim incelendiginde kenarlarin sayisal
biiyiikliiklerinin ¢izime orantisal olarak aktarilmadig: goriilmektedir. Sagdaki ¢izim incelendiginde ise
Ogrencinin ¢oziime gotiirecek yardimci elemanlardan birinin yiikseklik oldugunu belirledigi, yiiksekligi
ve kenar {izerinde ayirdig1 parcalarin gorsel temsilini olusturdugu belirlenmistir. Cizilen iiggenlerin kse
noktalarinin, kenarortay ve yiiksekligin kenar ile kesistigi noktalarin sembolik temsillerinin kullanilmadig1
goriilmektedir. Duru’nun yiikseklik ve kenar {izerinde ayirdig1 parcalarin uzunluklarini “a”, “x”, “340-x"
seklinde cebirsel olarak ifade ettigi goriilmektedir. Duru {i¢ggenin alanimi hesaplamaya yonelik
calismalarinda Sekil 6’da goriilecegi gibi bu cebirsel temsilleri kullanmistir.

Sekil 6. Duru'nun cebirsel ¢oziim temsilleri
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égrencinin cizimlerinden semiyotik olusum yonelimleri calisma uzay: igerisinde Tablo 3'teki gibi
olmustur.

Tablo 3.
Duru'nun Calisma Uzay: Semiyotik Boyut
Epistemolojik diizlem Semiyotik olusum Biligsel diizlem

Cesitkenar bir ii¢gen temsili Cesitkenar ti¢ggen ¢izimi

Sayisal degerler ile gesitkenar tiggen ¢izimi
Genis acili iicgen temsili ~  ------ -
Kenarortay temsili - > Birden ¢ok kenarortay ¢izimi
Yiikseklik temsili Manuel ve arag destekli yiikseklik ¢izimi
_—

Ogrencinin semiyotik olusumunun epistemolojik —biligsel diizlem yo6neliminde gergeklestigi, verilen
kenar uzunluklarinin genis acili tiggen olduguna iliskin kodun ¢éziimlenemedigi belirlenmistir. MW Sgeometri
uzayinda tasarlanan goreve iligkin 6grencinin referans sistemiyle iligkili sekilde MWScebir uzayina kaydigi
gorilmistiir.

3.2. Enstriimantal Olusum (Artefakt- - Olusturma)

Problemin epistemolojik diizleme bagh artefakt bileseni aragla tiggenin, kenarortayin ¢izilmesi ve tiggenin
alaninin hesaplanmasini icermektedir. Beklenen enstriimantal olusum adimlar1 sirasiyla “ii¢ kenar
uzunlugu bilinen {iggeni ¢izme adimlarin takip edilmesi”, “kenar orta noktanin aragla belirlenmesi ve
kenarortayin ¢izilmesi”, “yiiksekligin aracla ¢izilmesi ve 6l¢iilmesi” ve son olarak “ii¢genin alaninin arag
yardimiyla hesaplanmasi” dir. Duru yiiksekligi cebirsel islemler sonucunda belirleyemedigi i¢in arag
kullanimina y&nelmistir. Uggenin gizimi icin pergel ve cetvel kullanan Duru, problemdeki sayisal verileri
1/20 oraninda Kkiigiilterek ¢izim gergeklestirmistir. Duru cetvel-pergel ile ii¢ kenar: bilinen {i¢gen ¢izme
adimlarini izlemis, kenarortay c¢izmeden 340 metrelik kenara ait yiiksekligi cizerek alan hesaplamasi

gerceklestirmistir. Duru’nun ara¢ kullanimina ait gorseller Sekil 7’ de sunulmustur.

Sekil 7. Duru’nun ara¢ kullanma gorselleri

Duru cetvelle 17 cm (340 metre) uzunlugundaki kenar1 ¢izmistir. Sonra pergelle bu kenarin kdse noktalarini
merkez kabul eden 10 cm (200 m) ve 9 cm (180 m) yaricap uzunluguna sahip ¢emberleri ¢izmistir.
Cemberlerin kesisim noktasi yardimiyla {i¢geni ¢izmistir. Enstriimantal olusum sonucunda 6grencinin
gerceklestirdigi ¢izim Sekil 8’de sunulmustur.
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Sekil 8. Duru’nun ara¢ kullanimina bagh ¢izimi

Sekil 8 incelendiginde 17 cm uzunlugundaki kenara ait yiiksekligin cizildigi goriilmektedir. Duru
yiiksekligi geometri insa adimlarina gore degil, cetvelin referans cizgileri gonye gibi kullanilarak ¢izmis,
ayrica yiikseklik degerini birden fazla kez Olcerek belirlemeye ¢alismistir. Problem ¢dzme oturumunu
gerceklestirdigi gruptan farkl bir yiikseklik degeri buldugu igin bu farkliligi da aragla gergeklestirdigi
Ol¢timiin 6lgme hatasmna sahip olabilecegiyle agiklamaya calismistir: “Belki milimetrik olarak yanls
¢izmisimdir. Kiigiilterek islem yaptigim icin hani o giderek biiyiidiikge bir fark olmustur belki” seklinde
ifade etmistir. Duru'nun kenarortay ¢izimine yonelik insa adimlarini da kullanmadig1 goriilmektedir.
Duru’nun arag kullanim siirecini aktaran geri bildirim notu Sekil 9’da sunulmustur.

Alan igin de tiim olgiileri 20'ye boldiim. Cetvel ve ii¢genle kenarlart 9-10-17 c¢cm olan bir diggen cizdim. Yiiksekligi 4,3 cm
buldum. Alan1 da hem yiiksekligi hem taban 20°yle carpp birbiriyle carptiktan sonra 2'ye bélerek 14.62 m? buldum

Sekil 9. Duru’nun aracla gerceklestirdigi eylemlere ait geri bildirim notu

Duru’nun enstriimantal olusum yonelimi Tablo 4’te sunulmustur.

Tablo 4
Duru’nun Calisma Uzay1 Enstriimantal Boyut

Epistemolojik diizlem Enstriimantal Biligsel diizlem

olusum
Cetvel-pergel veya Geogebra ile > Ug kenar uzunlugu bilinen iiggenin cetvel-pergel ile
ii¢genin cizilmesi geometrik insa adimlarinin izlenmesi

Kenarin orta noktasinin ara¢ ile =~  -----. -
belirlenmesi

Kenarortayin arag ile ¢izilmesi ~ _____. -

Yiiksekligin arag ile ¢izilmesi Cetvelin gonye gibi kullanilarak yiiksekligin olusum
adimlarmin izlenmesi

Yiiksekligin cetvel ile dl¢iilmesi

Ucgenin  alaninin  ara¢  ile -

olgilmesi T 77

3.3. Soylemsel Olusum (Referanslar- ispatlama)

Problemin a priori analizinde ise kosulan ¢6ziime yonelik referans yap1 referans MWS gozetilerek tiggen
esitsizligi, ticgenin cizilebilmesi icin yeterli ve gerekli eleman bilgisi, {icgende a¢1 kenar iliskisi, ¢esitkenar
licgen, genis acili iicgen, kenarortay, iicgende alan, Pisagor Bagintisi ile iliskilendirilmistir. Duru’nun
calisma uzay1 kullanilan teorik yapi icin incelendiginde tarlayla temsil edilen {i¢genin ¢esitkenar olarak
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yapilandirildigy goriilmiistiir (Bkz. Sekil 5). Epistemolojik diizlemden farklilasarak verilen kenar
uzunluklarinin dik acili 6zel tiggen olma durumunu kontrol etmistir. Buna karsilik verilen uzunluklarin
genis agili bir iiggen olusturdugu bilgisini yapilandiramamistir. Uggenin alaninin iki es pargaya ayrilmasi
i¢in ¢izilmesi beklenen yardimci elemanin kenarortay oldugunu bilerek ¢dziim gelistirmistir. Duru'nun
sOylemsel olusuma ait geri bildirim notu Sekil 10’da sunulmustur.

: 3 ;
Cozoen. A Ucgen =sekl.ndel: crsecie 2020 W Keratimao keoerioctay, Poyunco

- = torwz Convs taben T wavalodar:
—~1ATDT 2cde L: es caya < LCmig o , ;
SnEsl . ‘eb:t‘fl\:jj/:;ﬂv olen Ocjf:'lar:n oTk‘d »p ogMm3L RB.cda do slesso Ycgenlecin
ve 4o 3 4

. = - ) 3 5 i
x o 31:5;11. b-‘M;jol‘ui SN Cyn ¥HSe de Oiriesi.gler.
e A0 e S Yikz=e 4
o bon veuntdec i

b 28 - ler 53  aler
o Jksetl.klef. de es:HC B?J‘m olen » & 55

Coziim: Uggen seklindeki arsanin 340 metrelik kenarinin kenarortay: boyunca arsay: béldiigiimiizde iki es parcaya ayirmis oluruz.
Ciinkii taban uzunluklar: ve yiikseklikleri ayn1 olan ii¢genlerin alani aymidir. Burda da olusan iicgenlerin taban uzunluklar: 170
m’dir. Yiiksekligini bilmiyoruz ama aym ksede birlestikleri icin yiikseklikleri de esittir. Béylece alanlar esit olur.

Sekil 10. Duru’nun geri bildirim notu

Geri bildirim notu incelendiginde Duru’nun kenarortayin es taban ve yiikseklik degerine bagh ii¢genin
alanini es iki {iggensel bolgeye ayirdigina yonelik muhakeme gerceklestirdigi goriilmektedir. Bunun yani
sira licgenin yiikseklik degerinin hesaplanamayacagmni ifade etmistir. Sekil 5 ve Sekil 6’da sunulan ¢izim
ve cebirsel ¢oziim adimlari incelendiginde {icgenin alanini hesaplamak icin sadece 340 metrelik kenar1 ve
bu kenara ait yiiksekligi belirlemeye yonelik eylemler gerceklestirdigi goriilmektedir. Sekil 5’teki ¢izimden
sonra Ogrenci Pisagor Bagmtis1 kullanarak yiikseklik ve yiiksekligin tabanda ayirdigi parcanin
uzunlugunu belirlemeye ¢alismistir. Sekil 11’de Duru’nun Pisagor Bagintisi’'m1 kullanarak yazdigi denklem
verilmistir.

Sekil 11. Pisagor Bagintisi'nin kullanimini iceren denklem

Duru bu denklemi yazdiktan sonra iki bilinmeyenli bir denklemle karsilastig1 igin ¢oziime
gotiirmeyecegini diistinerek tizerini ¢izmistir. Ucgen igerisinde olugan ikinci dik {icgenin Pisagor bagintisi
icin denklem olusturmamistir. Bunun yerine Sekil 6’da verilen alana bagh denklemleri ise kosmustur.
Ucgenin alanim yiiksekligin iiggende ayirdig iki {icgenin alaninin toplami ile hesaplamaya ¢alismstir.
Hatali gergeklestirdigi denklem ¢6ziimii sonucunda bu ¢dziime devam etmemistir. Durunun sdylemsel
olusum yonelimi Tablo 5'te verilmistir.
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Tablo 5.
Duru’nun Calisma Uzay: Soylemsel Boyut

Epistemolojik diizlem Soéylemsel Bilissel diizlem
olusum

Uggen esitsizligi bilgisi -

Dik acil1 6zel ii¢ggenler bilgisi Verilen kenar uzunluklarinin 6zel tiggen icin kontrol edilmesi

Ucgenin cizilebilmesi icin Ug kenar1 bilinen {iggenin tek bir iiggen olusturdugu bilgisiyle

yeterli ve gerekli eleman — tiggen ¢izimlerinin gergeklestirilmesi

bilgisi

Cesitkenar ii¢gen bilgisi Uggenin cizimlerinde yiikseklik ve kenarortaymn farkli dogru
—®»  pargalar ile temsil edilmesi

Genis acil1 ii¢gen bilgisi -

Kenarortayin iiggeni tabanlar1 ve yiikseklikleri esit iki {icgene

Kenarortay bilgisi ——»  ayirdiginin ifade edilmesi

Ucgenin alanini  hesaplamaya ait (taban uzunlugu x

e 1 -1 o .
Ucgende alan bilgisi yiikseklik)/2 iligkisinin kullanilmast

Pisagor Bagintis1 Yiiksekligin cizilmesi ile olusan dik agili icgenlerde pargalarin
_____ > uzunluklarinin hesaplanmas: amaciyla Pisagor bagintisiyla
cebirsel ¢oziim islemleri

Duru arag destegiyle yiiksekligi hesaplamadan 6nce kenarortay ve alan iliskisini yapilandirmistir (Bkz.
Sekil 10). Ogrencinin iicgenin alaninin referans MWS’ye uygun olarak yiikseklik ve taban uzunlugu
niceliklerine bagli oldugu bilgisine sahip oldugu belirlenmistir. Verilen kenar uzunluklarinin genis agil bir
ticgen olusturdugunu fark etmemis bunun yamu sira bu kenar uzunluklarimin tek bir iiggene atifta
bulundugu bilgisini kullanmistir. Pisagor bagintisini beklenildigi gibi kullanmay1 denemis ancak cebirsel
islemlerde basarili olamamustir. Pisagor bagintisini kullanmay: denedigi halde cebirsel islem hatalar
nedeniyle ¢oziimil siirdiirememistir. Bu durum ¢alisma uzayindaki dolasimin sdylemsel bilesende
kesintiye ugradigini gostermektedir. Duru sayisal cevaba ulasamadig: halde sdylemde bulunmus, daha
sonra aragsal ¢oziim gerceklestirmistir.

4. TARTISMA ve SONUC

Bu calismada diger disiplinlerden soyut yapisiyla ayrilan matematiksel calismayi agiklayan MWS
Teorisi'nin kavramsal gercevesinin gercek bir calisma siireci {izerinden nasil kullanilabilecegi ortaya
konmaya ¢alisilmis ve teorinin temel bilesenleri literatiir {izerinden tanitilmistir. Teorinin bilesenleri ve
islevleri, tamamlanmis bir calisma uzayi ortaya ¢ikarma potansiyeli olan gorev tasarimi ile 6zel yetenekli
bir 6grencinin ¢alisma uzay1 tizerinden somutlagtirilmigtir.

Semiyotik olusumun incelenmesi, Duru’nun ti¢gen, kenarortay, yiikseklik ¢izimlerine yeni bir bakis agis1
kazandirmus, ¢izimlerin matematiksel arka planini ve 6grencinin bu cizimlere yaklagimmni gostermesi
ac¢isindan Oonemli sonuglar ortaya ¢ikarmistir. Duru’nun ¢izdigi tiggenler her ne kadar tabani {izerinde
prototip sayilacak nitelikte olsa da kenarlar {izerine yerlestirdigi sayisal degerlerle ¢esitkenar iiggenin
matematiksel 6zelligini yansitmaktadir. Duru'nun gesitkenar tiggeni gorsel imaji ile aktarmadigi, ancak
kenarortay ve yiiksekligi iki ayr1 dogru parcasi olarak ¢izerek ifade ettigi belirlenmistir. Yiiksekligi
hesaplamaya yo6neldigi icin sonraki gizimlerinde kenarortaya yer vermemesi, Duru’nun segici bir gorsel
temsil kaydi olusturduguna isaret etmektedir. MWS igerisinde bu durum referans sisteminin aktif oldugu
bir gorsellestirmeyi ortaya ¢ikarmaktadir. Duval (1999) gorsellestirmenin matematiksel hipotezlerden
basladigini, gdrme eylemine indirgenmemesi gerektigini ifade etmektedir. Duru’nun gorsellestirmesi bu
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actklamay1 dogrulamakta, cizimlerin sezgisel bir dayanaktan fazlasi oldugunu, matematiksel nesneler
olarak kullanildigini gostermektedir. Semiyotik olusumun temsil bileseninin temsil ettigi nesne ve iliskiyi
somut ve elle tutulur hale getirmesini (Kuzniak vd., 2022) dogrulamaktadir.

MWS igerisinde 6nemli siire¢lerden biri enstriimantal olusumdur. MWS'nin erken donemlerinden itibaren
matematiksel calismanin bir bileseni olarak kabul edilen ara¢ kullanimi (Kuzniak, 2011) giincel program
ile tilkemiz matematik egitiminde goriiniir hale gelmistir. Tiirkiye’de 2024-2025 yilinda uygulanmaya
baslayan Maarif Modeli Ogretim Programi matematik dersi alan becerilerinden birinin “matematiksel arag
ve teknoloji ile calisma” olmasi bu duruma isaret etmektedir (MEB,2024). Araglarin ¢izim, 6l¢iim yapmak,
demonstrasyon gibi belirgin islevleri oldugu bilinmekle birlikte, Maarif Modeli i¢inde 6gretim siirecinin
temel bileseni olarak matematiksel anlamanin kalbinde yer almaktadir. Benzer bicimde MWS artefaktlarin
Ogretmen ve Ogrencilerin kavramsallastirmalarinda roliinii incelemis, didaktik miihendislik iiriinii olarak
ise kosmustur (Lagrange & Richard, 2022). Duru'nun ara¢ kullanim yaklasimi 6zelinde degerlendirme
yapilirsa arag kullanim yaklagimmin farkhlastigi goriilmektedir. Ug kenar uzunlugu bilinen iiggenin
cetvel-pergel ile insa adimlar1 kavramsal bir anlamay1 igermektedir. Bu sonug 2018 programinda arag
kullanimini igeren sinurli sayida kazamimdan biri ve arastirmacinin destek egitiminin bir sonucu olarak
yorumlanabilir ve MWS'nin enstriimantal olusuma yonelik yaklasimini desteklemektedir. Yiiksekligin
Olctilmesi aracin en temel isleviyle iliskilidir. Bu durum, aracin bir ¢alismada farkli amagclara hizmet ettigini
de ortaya koymasi bakimindan 6nemlidir. Matematik egitiminde enstriiman gergeklesen eylemin tiirtine
gore bir eylem araci olarak farkli tiirlerde degerlendirilmektedir (Ozdemir- Erdogan, 2016). MWS'nin sahip
oldugu enstriimantal olusum ayagi arag kullanimini igeren 6gretim siirecinin karmasikligini aciklamak icin
uygun bir yap1 sunmaktadir. Bu yap1 ayrica i¢inde bulundugumuz dijital ¢cagin matematik egitimine
yansimasini agtklamak igin bir perspektif sunmaktadir (Flores-Salazar vd., 2022). Enstriimantal olusum
sonucunda bireyin diisiinme bi¢cimi ve buna bagh olarak matematiksel bilginin doniismesi beklenir
(Lagrange & Richard, 2022). Duru'nun aragla gerceklestirdigi eylemlerin bu doniisiimii ne dlciide sagladig:
ise calisma uzaymin tutarlilig1 agisindan kritik bir noktadir.

Miras Kalan Tarla probleminin ¢oziimiinde kullanilacak okul paradigmasma bagh referans yapi,
problemin ¢6ziimii icin gerekli olan ve calisma siirecinin sonunda elde edilmesi beklenen sdylemsel
olusum durumlar: tanimlanmistir. MWS'nin sdylemsel boyutu bir gorevin gerektirdikleri ve gercekte
ortaya ¢ikan sonucu degerlendirmek i¢in her goreve uyarlanabilen teorik ve pratik farki ortaya ¢ikaran
esnek bir yap1 ortaya koymaktadir (Kuzniak, 2022). Analizler sonucunda, Duru’nun genis agili {icgene ait
bilgiyi kullanmadig1 belirlenmistir. Kenarortay, ytiikseklik, alan iliskisine ait olusumlar gerceklesirken
ticgenin alanmin farkli kenarlar {izerinden hesaplanabilecegine yonelik olusum goézlemlenmemistir. Bu
analiz 6grencinin bilgiye sahip olup olmamasindan daha derinlikli bir bakis agis1 kazandirmistir. Duru’nun
calisma uzayma ait olusumlar epistemolojik—bilissel yoneliminde ortaya g¢ikmuistir. Ogrencinin Ozel
yetenekli olmasiin bu durum {izerinde belirleyici oldugu ifade edilebilir. Ayrica Duru'nun calisma
uzaymin yonelimlere iliskin analizi dolasimin kesintiye ugradigi calismanin karakterinin degistigi
noktalar1 ortaya gikarmustir. Pisagor bagintis1 ve iiggenin alan bilgisini esas alan referanstan ispatlamaya
dogru gergeklesen calismanin tamamlanmadig1 goriilmiistiir. Duru'nun Pisagor bagintisin1 kullanmay1
denedigi hélde cebirsel islem hatalari nedeniyle ¢oziimii siirdiirememesi, sOylemsel olusumun erken
asamada tikandigini gostermektedir. Duru bu iligkilere bagl cebirsel ¢oziimde 6gretmen destegine ihtiyag
duymustur. Ogrenciye denklemin ¢oziimiinde gerekli ve yeterli destegin saglanmasi ¢alismanin bagladig1
dogrultuda gerceklesmesi igin Onemlidir. Espinoza-Vasquez vd. (2024) Tales teoremi iizerine
gerceklestirdikleri calismayla Ogrencilerin geometri gorevlerinde calisma karakterlerini incelemislerdir.
Arastirma 0grencilerin teoremi sayisal ve cebirsel eksende ele aldiklarini ve aragla ¢alisma davramiglarinin
smirli kaldigimi ortaya ¢ikarmistir. MWS kapsaminda gerceklestirilen calisma Ogrenci ¢alisma
karakterlerinin belirlenmesi yami sira Ogretmenin siuf i¢i uygulama pratiklerini ortaya koymasi
bakimindan dikkat ¢ekicidir. Kisisel ¢alisma uzaylarmin analizleri 6grenme engelleri, kavram yanilgilar,
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hatalar1 ortaya ¢ikarmaktadir. Bunun sonucunda 6grencinin yasadig1 zorluklar belirlenebilmekte ve tutarl
bir uyumlu bir MWS i¢in olanak saglamaktadir (Menares-Espinoza & Vivier, 2022).

Sekilsiz geometri problemleri i¢in tasarlanan Miras Kalan Tarla problemi referans ve uygun MWS esas
almarak geometri Ozelinde epistemolojik beklentiler ortaya c¢ikarmistir. Duru'nun calisma uzay:
MWSgeometri olarak gerceklesmistir. Pisagor bagmtisina bagli olarak MWScebir ve alanin
hesaplanmasina baglh MWSaritmetik kapsaminda dolasim gergeklestigi, teorinin dis fibrasyon olarak
tanumladig1 dolasimin gergeklestigi belirlenmistir. Matematiksel ¢alismada matematigin alanlarinin kendi
icinde iligkilendirilmesini ortaya koymasi1 bakimindan énemlidir (Kuzniak vd., 2022). Lagrange & Laval
(2023)'1n lise diizeyinde gerceklestirdikleri ¢alisma algoritmik ve matematiksel diistinmenin aragsal ve
sOylemsel boyutlarda birbirini destekledigini ortaya koymustur. Arastirma referans uzaya bagl teorik
yapinin kisisel calisma uzayma yansimasi ve kurumsallasmasinda 6gretmen desteginin 6nemini ortaya
koymaktadir. Benzer sekilde bu arastirma referans, uygun ve kisisel ¢alisma uzaylar: arasindaki bosluklar:
gortiniir kilmis; Ozellikle cebirsel ¢oziim asamasinda 0grencinin uygun MWS’den uzaklasarak kisisel
MWS’ye 6zgii bir yap: sergiledigi belirlenmistir. Bu tiir bosluklarin 6gretimsel diizenlemeler icin kritik
birer gosterge oldugu, literatiirde MWS'nin sinif ici analizler igin tercih edilmesinin temel nedenlerinden
biri olarak vurgulanmaktadir (1mamoglu vd., 2023; Panqueban vd., 2024).

Bu calisma, MWS'nin gergek bir gorev tizerinden uygulanmasinin, yalnizca teoriyi agiklamakla kalmayip,
ogrencilerin gercek calisma uzaylarmi ¢oziimlemede giiglii bir analitik yap1 sundugunu gostermektedir.
Bununla birlikte teori, literatiirde de belirtildigi gibi (Kuzniak vd., 2016a), biitiinciil olarak degil,
bilesenlerinin etkilesimi tizerinden kullanilmalidir. Bu dogrultuda ¢alisma, MWS'nin teoriler arasi bag
kurabilen esnek yapisina (Kuzniak & Vivier, 2019; Artigue, 2016) uygun bir kullanim 6rnegi sunmaktadur.

Sonug olarak MWS, gerek gorev tasarimi gerek a priori—posteriori analiz siirecleri, gerekse kisisel ¢alisma
uzaylarinn degerlendirilmesi agisindan Tiirkiye’deki matematik egitimi arastirmalarma onemli katkilar
sunabilecek bir yaklasimdir. Gelecek arastirmalarda farkli matematik alanlarinda, farkl: sinif seviyelerinde
ve farkli 6gretim baglamlarinda MWS'nin denenmesi ve ¢alisma uzaylarinin karsilastirmali olarak analiz
edilmesi onerilmektedir.

756


https://dergipark.org.tr/tr/pub/aibu

Matematiksel Caligmanin Dogasina Biligsel ve Epistemolojik Bir Yaklagim: Duru’nun Matematiksel Calisgma Uzayx
(A Cognitive and Epistemological Approach to the Nature of Mathematical Work: Duru’s Mathematical Working Space )

Kaynakca/Reference

Akar, H. (2019). Durum calismas. Icinde A. Saban ve A. Ersoy (Ed.), Egitimde nitel arastirma desenleri (ss.
139-177). An1 yaymcilik.

Artigue, M. (2016). Mathematical working spaces through networking lens. ZDM, 48(6), 935-939.
https://doi.org/10.1007/s11858-016-0810-z

Barrera, R.(2013, February 6-10). On the geometrical meanings of multiplication: geometrical work space, semiotic
mediation and students’ chosen paths [Paper Presentation]. Proceedings of the Eighth Congress of the
European Society for Research in Mathematics Education (CERME 8), Antalya, Tiirkiye.

Creswell, J. W. (2021). Nitel arastirma yontemleri, bes yaklasima gore nitel arastirma ve arastirma deseni. (S.B.
Demir & M.Biitiin, Cev., 6.Baski). Siyasal Kitapevi. (Orijinal yayin tarihi 2013).

Delgadillo, E. M., Viola, F., & Vivier, L. (2017, February 1-5). Choosing a Mathematical Working Space in a
modelling task: The influence of teaching [Paper presentation]. Proceedings of the Tenth Congress of
the European Society for Research in Mathematics Education (CERME 10), Dublin, Ireland.

Deniz, S. (2024). Esitlik ve degisken kavramlarina yonelik 6grencilerin bilissel siireclerinin matematiksel ¢alisma
uzay1 teorik cercevesinde incelenmesi. [Doktora tezi, Anadolu Universitesi.
https://tez.yok.gov.tr/UlusalTezMerkezi/

Derouet, C., & Parzysz, B. (2016). How can histograms be useful for introducing continuous probability
distributions?. ZDM, 48(6), 757-773. https://doi.org/10.1007/s11858-016-0769-9

Derouet, C., Kuzniak, A., Nechache, A., Parzysz, B., & Vivier, L. (2017, February 1-5). The mathematical
working space model: an open and adaptable theoretical framework? [Paper presentation].Proceedings of
the Tenth Congress of the European Society for Research in Mathematics Education (CERME 10),
Dublin, Ireland.

Duval, R. (1995). Geometrical Pictures: Kinds of Representation and specific Processings. In R. Sutherland
& J. Mason (Eds.), Exploiting Mental Imagery with Computers in Mathematic Education (pp. 142-157).
Springer.

Duval, R. (1998). Geometry from a cognitive point a view. In C. Mammana & V. Villani (Eds.), Perspectives
on the Teaching of Geometry for the 21st Century (pp. 37-52). Springer.

Duval, R. (1999, October 23-26). Representations, vision and visualization: Cognitive functioning in mathematical
thinking [Paper presentation]. Proceedings of the North America chapter of the International Group
for the Psychology of Mathematics Education, Morelos, Mexico.

Duval, R. (2005). Les conditions cognitives de l'apprentissage de la ge’ome’trie: de’veloppement de la
visualisation, diffe renciation des raisonnements et coordination de leurs fonctionnements. Annales
de Didactique et de Sciences Cognitives, 10, 5-53.

Elia, I, Ozel, S., Gagatsis, A, Panaoura, A., & Ozel, Z.E.Y. (2016). Students” mathematical work on absolute
value: focusing on conceptions, errors and obstacles. ZDM, 48(6), 895-907.
https://doi.org/10.1007/s11858-016-0780-1

Espinoza-Vasquez, G., Henriquez-Rivas, C., Climent, N., Ponce, R., & Verdugo-Hernandez, P. (2024).
Teaching Thales’s theorem: relations between suitable mathematical working spaces and
specialised knowledge. Educational Studies in Mathematics, 1-23.

https://doi.org/10.1007/s10649-024-10367-9

Bolu Abant izzet Baysal Universitesi Egitim Fakiiltesi DergisiglliaasHls (S e-i1s:1d.He)s-Raghagholbl VL1101
757


https://dergipark.org.tr/tr/pub/aibu
https://doi.org/10.1007/s11858-016-0810-z
https://doi.org/10.1007/s11858-016-0769-9
https://doi.org/10.1007/s11858-016-0780-1
https://doi.org/10.1007/s10649-024-10367-9

Leyla AYDURMUS- Emel OZDEMIR ERDOGAN

Flores- Salazar, J. V., Gaona, J., & Richard, P. R. (2022). Mathematical work in the digital age. Variety of
tools and the role of geneses. In A. Kuzniak, E. Montoya-Delgadillo & P. R. Richard (Eds.),
Mathematical work in educational context: the perspective of the theory of mathematical working spaces (pp.
165-209). Springer. https://doi.org/10.1007/978-3-030-90850-8 8

Gagatsis, A., Deliyianni, E., Elia, I, Panaoura, A., & Michael-Chrysanthou, P. (2016). Fostering
representational flexibility in the mathematical working space of rational numbers. Bolema: Boletim
de Educagido Matemitica, 30, 287-307. https://doi.org/10.1590/1980-4415v30n54a14

Gémez-Chacén, I. M. & Kuzniak, A. (2015). Spaces for geometric work: figural, instrumental, and
discursive geneses of reasoning in a technological environment. International Journal of Science and
Mathematics Education, 13(1), 201-226. https://doi.org/10.1007/s10763-013-9462-4

Giiler, A., Halicioglu, M. B., & Tasgin, S. (2015). Sosyal bilimlerde nitel arastirma yontemleri teorik cerceve —
pratik oneriler 7 farkli nitel arastirma yaklagimi — kalite ve etik hususlar (2. baski). Seckin Yayincilik.

Henriquez-Rivas, C., Kuzniak, A., & Masselin, B. (2022). The 1doine or suitable mws as an essential
transitional stage between personal and reference mathematical work. In A. Kuzniak, E. Montoya-
Delgadillo & P. R. Richard (Eds.), Mathematical work in educational context: the perspective of the theory
of mathematical — working  spaces (pp.  121-146).  Springer International  Publishing.
https://doi.org/10.1007/978-3-030-90850-8 6

Hitt, F., Saboya, M., & Cortés Zavala, C. (2016). An arithmetic-algebraic work space for the promotion of
arithmetic =~ and  algebraic  thinking:  triangular = numbers. ZDM, 48  (6),775-791.
https://doi.org/10.1007/s11858-015-0749-5

Houdement, C., & Kuzniak, A. (1999). Un exemple de cadre conceptuel pour I'étude de I'enseignement de
la géométrie en formation des maitres. Educational Studies in Mathematics, 40(3), 283-312.
https://doi.org/10.1023/A:1003851228212

fmamogluy, Y., Ozcan, Z. C., Pesen, M., & Erktin, E. (2023). Bir geometri 6gretimi dersinin geometrik calisma
diizlemleri modeline gdre incelenmesi. Bogazici Universitesi Egitim Dergisi, 40-2(2), 101- 118,
https://doi.org/10.52597 /buje.1128602

Karahan, V. (2021). llkokul ve ortaokul matematik ders kitaplarindaki temel geometrik kavramlarm incelenmesi
[Yiiksek Lisans tezi, Rize Universitesi]. https://tez.vok.gov.tr/UlusalTezMerkezi/

Kuzniak, A., & Masselin, B. (2024). Strongly didactic contracts and mathematical work. Educational Studies
in Mathematics, 115(2), 289-312. https://doi.org/10.1007/s10649-023-10286-1

Kuzniak, A., & Nechache, A. (2021). On forms of geometric work: A study with pre-service teachers based
on the theory of mathematical working spaces. Educational Studies in Mathematics, 106(2), 271-289.
https://doi.org/10.1007/s10649-020-10011-2

Kuzniak, A., & Rauscher, J. C. (2011). How do teachers” approaches to geometric work relate to geometry
students” learning difficulties?  Educational studies in Mathematics, 77(1), 129-147.
https://doi.org/10.1007/s10649-011-9304-7

Kuzniak, A. (2011). L'espace de Travail Mathématique et ses geneses. Annales de Didactiques et de Sciences
Cognitives, 16, 9-24.

Kuzniak, A. (2022). The theory of mathematical working spaces —theoretical characteristics. In A. Kuzniak,
E. Montoya-Delgadillo & P. R. Richard (Eds.), Mathematical work in educational context: the perspective
of the theory of mathematical working spaces (pp. 3-31). Springer International Publishing.
https://doi.org/10.1007/978-3-030-90850-8

758


https://dergipark.org.tr/tr/pub/aibu
https://doi.org/10.1007/978-3-030-90850-8_8
https://doi.org/10.1590/1980-4415v30n54a14
https://doi.org/10.1007/s10763-013-9462-4
https://doi.org/10.1007/978-3-030-90850-8_6
https://doi.org/10.1007/s11858-015-0749-5
https://doi.org/10.1023/A:1003851228212
https://doi.org/10.52597/buje.1128602
https://tez.yok.gov.tr/UlusalTezMerkezi/
https://doi.org/10.1007/s10649-023-10286-1
https://doi.org/10.1007/s10649-020-10011-2
https://doi.org/10.1007/s10649-011-9304-7
https://doi.org/10.1007/978-3-030-90850-8

Matematiksel Caligmanin Dogasina Biligsel ve Epistemolojik Bir Yaklagim: Duru’nun Matematiksel Calisgma Uzayx
(A Cognitive and Epistemological Approach to the Nature of Mathematical Work: Duru’s Mathematical Working Space )

Kuzniak, A., & Nechache, A. (2015, February 4 — 8). Using the geometric working spaces to plan a coherent
teaching of geometry [Paper presentation]. Proceeding of the Ninth Congress of the European Society for
Research in Mathematics Education (CERME 9), Prague, Czech Republic.

Kuzniak, A., & Nechache, A. (2017, February 1-5). On dialectic and dynamic links between the Mathematical
Working Space model and practice in the teaching and learning of mathematics [Paper presentation].

Proceeding of the Tenth Congress of the European Society for Research in Mathematics Education
(CERME 10), Dublin, Ireland.

Kuzniak, A., & Vivier, L. (2019, February 6-10). An epistemological and philosophical perspective on the question
of mathematical work in the mathematical working space theory [Paper presentation]. Eleventh Congress
of the European Society for Research in Mathematics Education (CERME 11). Utrecht, Netherlands.

Kuzniak, A., Nechache, A. & Drouhard, J. P. (2016b). Understanding the development of mathematical
work in the context of the classroom. ZDM, 48, 861-874. https://doi.org/10.1007/s11858-016-0773-0

Kuzniak, A., Nechache, A.& Richard, P. R. (2022). The Theory of Mathematical Working Spaces in Brief.
In A. Kuzniak, E. Montoya-Delgadillo & P. R. Richard (Eds.), Mathematical work in educational
context: the perspective of the theory of mathematical working spaces (pp. 57-69). Springer International
Publishing. https://doi.org/10.1007/978-3-030-90850-8 3

Kuzniak, A., Tanguay, D. & Elia, I. (2016a). Mathematical working spaces in schooling: an
introduction. ZDM, 48, 721-737. https://doi.org/10.1007/s11858-016-0812-x

Lagrange, J. B., & Laval, D. (2023). Connecting algorithmics to mathematics learning: a design study of the
intermediate value theorem and the bisection algorithm. Educational Studies in Mathematics, 112(2),
225-245. https://doi.org/10.1007/s10649-022-10192-y

Lagrange, ].B. & Richard, P.R. (2022). Instrumental Genesis in the theory of mws: insight from didactic
research on digital artifacts. In A. Kuzniak, E. Montoya-Delgadillo & P. R. Richard (Eds.),
Mathematical work in educational context: the perspective of the theory of mathematical working spaces (pp.
211-228). Springer. https://doi.org/10.1007/978-3-030-90850-8 9

Menares-Espinoza, R., &Vivier, L. (2022). Personal Mathematical work and personal MWS. In A. Kuzniak,
E. Montoya-Delgadillo & P. R. Richard (Eds.), Mathematical work in educational context: the perspective
of the theory of mathematical working spaces (pp. 91-120). Springer. https://doi.org/10.1007/978-3-030-
90850-8 5

Milli Egitim Bakanligi (2017). Cocuk gelisimi ve egitimi iistiin zekalilar ve ozel yetenekliler.
http://megep.meb.gov.tr/mte program modul/moduller/%C3%9Cst%C3%BCn%20Zek%C3%A2I
%C4%B1lar%20ve%20%C3%96zel%20Yetenekliler.pdf

Milli Egitim Bakanlhgr (2024, Eylil). Tirkiye Yiizyih Maarif Modeli Ortak Metni.
https://tymm.meb.gov.tr/upload/brosur/2024programortakmetinOnayli.pdf

Montoya-Delgadillo, E., Mena-Lorca, J., & Mena-Lorca, A. (2016). Estabilidad epistemologica del profesor
debutante y espacio de trabajo matematico. Bolema: Boletim de Educagido Matemdtica, 30, 188-
203. https://doi.org/10.1590/1980-4415v30n54a09

Moutet, L. (2018, December, 13-18). Le cadre théorique de I'ETM étendu: Potentialités en physique et en chimie
[Paper presentation].Actes du Sixieme Symposium sur le Travail Mathématique
(ETMB6),Valparaiso, Chile.

Moutet, L. (2019, February 6-10). The extended theoretical framework of mathematical working space (extended
MWS): Potentialities in physics [Paper presentation]. Proceedings of the Eleventh Congress of the
European Society for Research in Mathematics Education (CERME11),Utrecht, Netherlands.

Bolu Abant izzet Baysal Universitesi Egitim Fakiiltesi DergisiglliaasHls (S e-i1s:1d.He)s-Raghagholbl VL1101
759


https://dergipark.org.tr/tr/pub/aibu
https://doi.org/10.1007/s11858-016-0773-0
https://doi.org/10.1007/978-3-030-90850-8_3
https://doi.org/10.1007/s11858-016-0812-x
https://doi.org/10.1007/s10649-022-10192-y
https://doi.org/10.1007/978-3-030-90850-8_9
https://doi.org/10.1007/978-3-030-90850-8_5
https://doi.org/10.1007/978-3-030-90850-8_5
http://megep.meb.gov.tr/mte_program_modul/moduller/%C3%9Cst%C3%BCn%20Zek%C3%A2l%C4%B1lar%20ve%20%C3%96zel%20Yetenekliler.pdf
http://megep.meb.gov.tr/mte_program_modul/moduller/%C3%9Cst%C3%BCn%20Zek%C3%A2l%C4%B1lar%20ve%20%C3%96zel%20Yetenekliler.pdf
https://tymm.meb.gov.tr/upload/brosur/2024programortakmetinOnayli.pdf
https://doi.org/10.1590/1980-4415v30n54a09

Leyla AYDURMUS- Emel OZDEMIR ERDOGAN
Moutet, L. (2021). The extended theoretical framework of mathematical working space (extended MWS):
potentialities in chemistry. In F.K.S Leung, G.A. Stillman, G.Kaiser & K. L. Wong, (Eds.),
Mathematical modelling education in east and west. international perspectives on the teaching and learning

of mathematical modelling (pp. 631-640). Springer

Nechache, A. (2017). La catégorisation des taches et du travailleur-sujet: Un outil méthodologique pour
I'étude du travail mathématique dans le domaine des probabilités. Annales de Didactique Et De
Sciences Cognitives, 19, 67-90.

Nechache, A., & Gomez-Chacon, 1. M. (2022). Methodological aspects in the theory of mathematical
working spaces. In A. Kuzniak, E. Montoya-Delgadillo & P. R. Richard (Eds.), Mathematical work in
educational context: the perspective of the theory of mathematical working spaces (pp. 33-56). Springer.
https://doi.org/10.1007/978-3-030-90850-8 2

Ozdemir-Erdogan, E. (2016). Enstiimantal olusum teorisi. Icinde E. Bingolbali, S. Arslan ve I. O. Zembat
(Ed.), Matematik egitiminde teoriler (1.Basim ss. 803-818). Pegem Yayincilik.

Panero, M., Arzarello, F., & Sabena, C. (2016). The mathematical work with the derivative of a function:
Teachers’ practices with the idea of “generic”. Bolema: Boletim de Educacido Matemdtica, 30, 265-286.
https://doi.org/10.1590/1980-4415v30n54a13

Panqueban, D., Henriquez-Rivas, C., & Kuzniak, A. (2024). Advances and trends in research on
mathematical working spaces: A systematic review. EURASIA Journal of Mathematics, Science and
Technology Education, 20(6) em2450. https://doi.org/10.29333/ejmste/14588

Pérez, K. M., & Delgadillo, E. M. (2022). The mathematical work of Chilean secondary teachers in the
domain of probability. Canadian Journal of Science, Mathematics and Technology Education, 22(3), 558-
575. https://doi.org/10.1007/s42330-022-00235-0

Pluvinage, F., & Flores, P. (2016). Génesis Semidtica de los enteros. Bolema: Boletim de Educagio
Matematica, 30, 120-141. https://doi.org/10.1590/1980-4415v30n54a06

Psycharis, G., Kafetzopoulos, G. 1., & Lagrange, J. B. (2021). A framework for analyzing students’ learning
of function at the upper-secondary level: Connected working spaces and abstraction in context.
In Mathematics Education in the Digital Age (pp. 150-167). Routledge.

Rabardel, P. (1995). Les hommes et les technologies, approche cognitive des instruments contemporains. Armand
Colin. HAL Id: hal-01017462

Radford, L. (2016). The epistemic, the cognitive, the human: a commentary on the mathematical working
space approach. ZDM, 48, 925-933. https://doi.org/10.1007/s11858-016-0811-y

Richard, P. R., Oller-Marcén, A. M., & Meavilla-Segui, V. (2016). The concept of proof in the light of
mathematical work. ZDM, 48, 843-859. https://doi.org/10.1007/s11858-016-0805-9

Richard,P.R. Venant, F., & Gagnon, M. (2019).Chapitre7.Issuesandchallengesaboutinstrumental proof. In
G. Hanna, D. Reid, & M. de Villiers (Eds.), Proof Technology in Mathematics Research and
Teaching. Cham: Springer International Publisher.

https://doi.org/10.1007/978-3-030-28483-1 7

760


https://dergipark.org.tr/tr/pub/aibu
https://doi.org/10.1007/978-3-030-90850-8_2
https://doi.org/10.1590/1980-4415v30n54a13
https://doi.org/10.29333/ejmste/14588
https://doi.org/10.1007/s42330-022-00235-0
https://doi.org/10.1590/1980-4415v30n54a06
https://doi.org/10.1007/s11858-016-0811-y
https://doi.org/10.1007/s11858-016-0805-9
https://doi.org/10.1007/978-3-030-28483-1_7

Matematiksel Caligmanin Dogasina Biligsel ve Epistemolojik Bir Yaklagim: Duru’nun Matematiksel Calisgma Uzayx
(A Cognitive and Epistemological Approach to the Nature of Mathematical Work: Duru’s Mathematical Working Space )

Santos-Trigo, M., Moreno-Armella, L., & Camacho-Machin, M. (2016). Problem solving and the use of
digital technologies within the mathematical working space framework. ZDM, 48, 827-842.
https://doi.org/10.1007/s11858-016-0757-0

Van Tassel-Baska, J., & Stambaugh, T. (2008). Curriculum and instructional considerations in programs for
the gifted. In S. 1. Pfeiffer (Ed.), Handbook of giftedness in children: Psychoeducational theory, research,
and best practices (pp. 347-365). Springer.

Yildirim, A., & Simsek, H. (2006). Sosyal Bilimlerde Nitel Arastirma Yontemleri (5. baski.). Ankara.

Bolu Abant izzet Baysal Universitesi Egitim Fakiiltesi DergisiglliaasHls (S e-i1s:1d.He)s-Raghagholbl VL1101
761


https://dergipark.org.tr/tr/pub/aibu
https://doi.org/10.1007/s11858-016-0757-0

Leyla AYDURMUS- Emel OZDEMIR ERDOGAN

EXTENDED ABSTRACT
1. INTRODUCTION

In mathematics education, shifting students from the role of passive learners to that of researchers
exploring the field and novice mathematicians forms an important basis of contemporary educational
approaches (Kuzniak, Tanguay, and Elia, 2016). This approach transitions students from a position of
knowing mathematics to one of actively doing mathematics. The fact that mathematical work involves a
cognitive dimension interrelated with an epistemological dimension, dependent on the individual
performing, makes understanding this complex structure challenging (Kuzniak, Tanguay, and Elia, 2016).
To explain this intricate nature of mathematical work and to understand the difficulties encountered in
educational settings, Kuzniak and colleagues initially proposed the Geometric Working Space approach,
which was subsequently expanded into the Mathematical Working Spaces (MWS) theory (Houdement and
Kuzniak, 1999; Kuzniak and Rauscher, 2011). While the Mathematical Working Spaces (MWS) theory has
found a broad application area, particularly in French- and Spanish-speaking countries, studies conducted
in the context of Tiirkiye remain limited (Deniz, 2024; imamoglu et al.,, 2023; Karahan, 2021). However,
moving beyond being a mere synthesis of its underlying theories, MWS offers a multidimensional
framework that enables the epistemological and cognitive analysis of both a genuine working environment
and mathematical content. Within this structure, students' mathematical actions can be elucidated through
representations, the use of tools, and discourse (Kuzniak, 2011; Radford, 2016).

When the evolution of mathematics curricula in Tiirkiye toward a competency-based structure is
considered alongside the emphasis on representation, tool use, and reasoning processes in mathematical
activities, addressing the MWS approach within this context becomes particularly significant. Based on the
aforementioned points, the aim of this study is to increase the visibility of the Mathematical Working
Spaces (MWS) theory within domestic literature and to articulate the role of its constituent concepts in
mathematical work through the lens of a working space. To this end, the study aims to uncover the
cognitive and epistemological planes, as well as the geneses occurring between these planes, through
specialized geometric tasks administered to gifted students.

2. METHOD

This study was conducted using a qualitative design. The research process followed the steps of
determining the mathematical task to be used as a data collection tool, performing the a priori analysis of
the problem, data collection, and conducting a posteriori analyses. To ensure complete circulation across
the MWS planes, geometric tasks that do not contain figures were utilized in the study. Since the designed
task requires high-level cognitive competence and to obtain rich data, the research was carried out with
8th-grade gifted students. To present mathematical work as a holistic process, the analysis of data
belonging to a selected student is provided. The research data were gathered through the student’s
worksheet for the "Inherited Field" problem, observation forms from the problem-solving session, video
recordings, and interviews. The a priori analysis of the research problem was performed within the
framework of expectations linked to the epistemological plane. Data analysis was executed through
posteriori analyses. Duru’s orientations toward the epistemological-cognitive geneses were revealed across
semiotic, instrumental, and discursive dimensions.

3. FINDINGS, DISCUSSION AND RESULTS

Upon examining Duru’s working space, findings regarding the components of the cognitive and
epistemological planes, as well as the interactions between these components, were obtained. The research
data revealed that Duru's orientations in semiotic, instrumental, and discursive dimensions occurred from
the epistemological plane toward the cognitive plane. These results substantiated the cognitive and
epistemological nature of a genuine mathematical work —as defined through MWS concepts —within the
specific context of Duru’s work. In the case of the "Inherited Field" problem, the semiotic dimension of
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MWS unveiled the student’s representational and conceptual competence regarding triangles and their
auxiliary elements. The visualization products confirmed that the student generated selective
representational registers. Furthermore, the instrumental dimension of MWS enabled the student to
construct her solution within the working space. Working with mathematical tools and technology has
emerged as a prominent competency within the Maarif Model Curriculum in our country (MEB, 2024). It
can be argued that examining the functions of working with tools —such as drawing, measuring, seeking
proof, and exploring—is essential for revealing the role of tools in mathematical work. MWS theory
investigates the role of tools in the conceptualization processes of teachers and students, employing
artifacts as products of didactic engineering (Lagrange & Richard, 2022). Consequently, the instrumental
genesis dimension of MWS provides a suitable framework for explaining the complexity of the teaching
process involving tool use. It offers an appropriate infrastructure to account for the reflections of the current
digital age on mathematics education (Flores-Salazar, Gaona, & Richard, 2022). Furthermore, the discursive
dimension of MWS presents a flexible structure adapted to mathematical tasks, revealing the interaction
between task requirements and student outcomes (Kuzniak, 2022). Analyses indicated that Duru did not
utilize all the information pertaining to the epistemological plan of the task. Although the orientation of
discursive genesis occurred from the bottom up, it was determined that there were points where circulation
was interrupted. These ruptures in the circulation of discursive genesis highlighted the specific areas where
the student required support in her mathematical work. Detailed analyses of personal working spaces hold
the potential to uncover obstacles in the learning environment. Identifying the difficulties experienced by
the student facilitates the establishment of a coherent and harmonious MWS (Menares-Espinoza & Vivier,
2022).

The research was structured around geometric problems. Duru’s working space manifested primarily in
the domain of geometry, though it also extended into algebra and arithmetic. A circulation identified by
MWS as external fibration occurred. This is significant in terms of revealing the intra-mathematical
connections between different domains of mathematics within a mathematical work (Kuzniak et al., 2022).
The study results demonstrate that MWS provides a robust analytical framework for deconstructing
genuine mathematical work through semiotic, instrumental, and discursive dimensions. It can be argued
that the theory offers a powerful structure that enables teachers to determine the potential of the tasks they
bring to the classroom and to analyze the outcomes of their implementation. It was observed that each
dimension of the model proposed by the theory allows for in-depth study. Furthermore, MWS possesses a
flexible nature that can be effectively integrated with various other theories (Kuzniak & Vivier, 2019;
Artigue, 2016).

In summary, Mathematical Working Spaces (MWS) is an approach that can offer significant contributions
to mathematics education research in Tiirkiye in terms of task design, the analysis of mathematical work,
and the evaluation of the teaching process across various dimensions. It is recommended that future
research implement the MWS framework within different mathematical domains, at various grade levels,
and across diverse instructional contexts.
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ARASTIRMANIN ETiK iZNi

Bu calismada “Yiiksekogretim Kurumlar: Bilimsel Arastirma ve Yayimn Etigi YOnergesi” kapsaminda
uyulmasi gerektigi belirtilen tiim kurallara uyulmustur. Yonergenin ikinci boliimii olan “Bilimsel
Arastirma ve Yaym Etigine Aykir1 Eylemler” baslhig1 altinda belirtilen eylemlerden higbiri
gerceklestirilmemistir.

Etik kurul izin bilgileri
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Etigi Kurulu
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ARASTIRMACILARIN KATKI ORANI

1. Yazarin arastirmaya katki orani %60, 2. Yazarin arastirmaya katki oran1 %40’dir.
Yazar 1: Arastirmanin tasarlanmasi, veri analizi, raporla§t1rrna.

Yazar 2: Yontemin belirlenmesi, danismanlik, gecerlik ve giivenirlik ¢alismalari.

CATISMA BEYANI

Arastirmada herhangi bir kisi ya da kurum ile finansal ya da kisisel yonden baglant: bulunmamaktadir.
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